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ill* Memoir*' a remportc !«• Prix Rordiii an concoiirs do i^^lifi.} 



Dans un Memoire precedent (*j j'ai determine les longueurs d'onde 
des raies obscures du spectre solaire et de quelques raies brillantes 
uietalliques; j'ai emptoye pour cela un reseau sur verrc qui presentait 
certaines irregularites non encore observees, et, pour que les resul- 
tats ne fussent pas alteres par cette cause d'erreur, j'ai determine expe- 
rimentalement la loi suivant laquelle se produisaient les spectres dissy- 
metriques qui ont servi a effectuer les mesures. Toutefois cette imper- 
fection du reseau a pu laisser des doutes dans Tesprit des physiciens 
sur les nombres que j'en ai deduits; j'ai done cherche a reprendre ces 
experiences avec d'autres reseaux qui n'eussent pas les memes defauts. 
Lit concordance des resultats oblenus avec ces instruments differents 



(*) JuNnles srirntijiqucs de riicole Normnlc supcriviuc y t. I""; 1864. 
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me parait devoir inspirer toute confiance, et justifie en meme temps la 
melhodc que j'avais employee dans mon premier Memoire. 

En outre, j'ai voulu augmenter la liste des rayons soumis a I'expe- 
rience directe; j'ai choisi pour cela un certain nombre de raies bril- 
lanles artificielles, disseminees dans toute Tetendue du spectre lumi- 
neux et du spectre ultra-violet. J'ai defini ces raies par leur indice de 
refraction ordinaire dans le spatli d'Islande, substance que Ton pent 
toujours se procurer dans le meme etat physique. II resulte de la que 
si I'on a interet a eonnaitre la longueur d'onde d'un rayon determine, 
il suffira de determiner Tindicede refraction ordinaire de ce rayon dans 
le spath d'Islande; on pourra alors, a Taide d'une formule d'interpola- 
tion ou par la construction d*une courbe, evaluer la longueur d'onde 
cherchee avec une approximation aussi grande que si Ton avait a sa 
disposition un reseau excellent, ce qui sera toujours tres-rare. 

J'ai indiqu^ deja les precautions a prendre quand on veut determiner 
les longueurs d'onde avec un reseau, en observant les spectres dif- 
fractes par la lumiere qui a traverse les mailles du reseau. Quand il 
s'agit de rayons ultra-violets plus refrangibles encore que ceux que 
donne la lumiere solaire, les reseaux sur verre ont un nouvel inconve- 
nient, c'est d'absorber ces rayons ultra-violets avec une grande ener- 
gie; il faut alors recourir aux spectres diffractes par reflexion. Si les 
intervalles opaques du reseau jouissentd'un pouvoir reflecteur sensible, 
la lumiere reflechie sur ces petites lames miroitantes pent donner lieu 
a des spectres diffractes tout semblables a ceux que Ton observe par 
transmission. 

Soient encore AB [fig. \ , PL I) le plan du reseau, 1 et V deux points 
homologues de deux intervalles opaques voisins, SI et ST deux rayons 
incidents paralleles, i Tangle d'incidence, et r Tangle que font avec la 
normale les rayons diffractes correspondant a une difference de marche 
egale a wX, £ la somme IT d'une ouverture et d'une partie opaque, on 
aura 

(0 /iiX=iIQ~rP=:e(sinr~sini). 

* 

En appelant D Tangle que fait le rayon diffracte IR avec le prolonge- 
ment IS du rayon incident, on a 

r^zr. — D — • I, sinr=sin(D -4- 1); 
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par suite, 

nu.zzii 6[sin(D -h /) — sin/] = aesin - cos ( / -1- - ) • 

On ne rencontre plus ici de minimum de deviation. 

Pour trouver la distance de la source virtuelle des rayons diffractes, 
quand les rayons incidents ne sont pas paralleles, soient encore S la 
source de lumiere (y?g. 2), S' la source virtuelle apres la diffraction, 
i et r les angles de la normale au reseau avec le rayon incident SI et 
le rayon diflfracte IR; en appelant di et dr les variations des angles 1 
et r quand on passe du rayon SIR au rayon SI'R', D et D' les distances 
au reseau de la source reelle et de la source virtuelle, les deux trian- 
jrles Sir et S'lr donnent les relations 

1) _ cos I 

£ di 

• \y cosr 
£ (Jr 

En differentiant Tequation (i)» on obtient 

cos r,dr= cos 1 c//, 

I* » 
on 

D' cosr dr cos-r 

D cos* di ~ cos^/ 

et enfin 

cos'r 



D'=D 



COS^ I 



Comme Tangle r n'est egal a i que pour la retlexiou reguliere, on 
voit que D' n'est jamais egal a D. Si Ton envisage les spectres de dif- 
fraction plus devies que le rayon retlechi regulierement, alors r < 1, 
et D' > D; la- source virtuelle est done 61oignee du reseau par la dif- 
fraction. Quand /• > 1, c'est-a-dire pour les spectres situes de Tautre 
cote du rayon reflechi, D' < D, la source virtuelle est rapprochee. 

La formule qui donne la longueur d'onde est alor? 

. 2 . D /. D\ 
A = e — • sm — cos (14- — I • 
m '2 \ 2 / 

j^nnaies scientifiques df I'icole Normale suprn'eure. Tome IV. SK 
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Celle methode, comine on le prevoil facilemenl, n'est pas susi^eptible 
(le la nieme precision que la premiere. 11 faut mesurer deux angles i 
el D au lieu d'un seul, ou bicn s'aslreindre a placer le reseau norma- 
lement; la formule devienlalors 

sin 
m 

et ('est dans ce cas simple que je me suis place. Mais, si le reseau est 
un pcu dissymetrique, ce qui a presque toujours lieu, on do pent faire 
qu*une observation pour chaque raie, ct, comme la source virtuellp 
n*e$t pas a la meme distance que la source reelle, il faut a cbaque in- 
stant changer le point de la lunette, ce qui pent causer un deplace- 
ment de I'axe optique. Sans doute Texperience a montre que Taxe op- 
tique de la lunette etait sensiblement parallele a Taxe geometrique; 
mais on n'est jamais a Tabri de deplacements accidentels. En outre, il 
s'agissait de rayons ultra-violets dont TolJservation par la photogra- 
phic est longue et penible, le degre d'approximation des nombres 
ainsi obtenus sera done plus faible que pour les rayons lumineux. 

FJiidc des rescaux. 

J'ai eu a ma disposition six reseaux traces sur verre au diamant, vi 
tons construits par Nobert. Je designerai par le n" 1 celui qui m'a servi 
pour mes premieres experiences, et qui appartient maintenant au ca- 
binet de Physique de TEcole Normale. 

L'Association Scientifique, sur I'avis de la Commission de Physique, 
m'a autorise a fair^ Tacquisition d'un autre reseau plus fin que le pre- 
cedent et divise sur une plus grande largeur. Ce reseau porte le rhiffre 
36oi, qui indique le nombre des traits; je le designerai par le n"" 2. 

Enfin, M. Yerdet et M. Jamin ont achete, sur ma demande, pour le 
cabinet de I'Ecole Polytechnique, quatre reseaux dont les pouvoirs 
dispersifs sont tres-differents, afin de varier autant que possible les cir- 
constances des experiences. Tons ces reseaux sontdivises sur la meme 
largeur, et sur chacun d'eux est inscrit le nombre des trails graves. 
Je designerai par le n"* 3 un reseau contenant if\o\ traits, par le n** i 
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un autre de 1801 trails, n'' 5 un rescau de 1 201 traits, et enfin n'' 6 un 
reseau de 601 traits. 

« Qu*il me soit permis d'exprimer ici loute ma reconnaissance aux 
personnes qui ont bien voulu me fournir ies moyens de continuer ce 
travail; je serai heureux si Ies resultats auxquels je suis arrive leur 
paraissent justifier ia hienveillance qu*elles m'ont temoignee. 
Je vais maiutenant etudier chacun de ces differents reseaux. 

Reseau n^ 1. 

Dans le M6moire deja cite, j*ai decrit Ies irregularites de ce reseau, 
en me bornanl au premier spectre de diffraction; mais on prevoit bien 
que dans Ies spectres suivants il se presentera des phenomenes analo- 
gues. Cest ce qui a lieu en effet, ct Ies spectres dissymetriques se re- 
produisent avec une periodicite remarquable. Je vais completer ici la 
description de cet instrument, bien que je ne m'en sois plus servi, 
parce que Ies memes particularites se renconlreront a un degre moins 
marque dans d'autres reseaux de la serie. Supposons done {/ig» 3) le 
reseau place normalement sur la direction des rayons incidents SI que 
nous supposerons paralleles, la face striee etant tournee vers la lu- 
nette (*), et recevons Ies faisceaux diffractes sur une lentille conver- 
gentc. Les spectres reguliers se forment au foyer principal de la lu- 
nette, ils sont done tous sur une circonference AA' ayant pour centre 
le reseau et pour rayon la distance RI au foyer principal de la lunette; 
ils setrou vent done en a, a,,a2,... vers la droite, et en a', a'j, a'^,... vers 
la gauche. Dans la region du premier spectre regulier de droite, nous 
avons vu qu'il existe aussi deux autres spectres ]3 ct 7 plus voisins de 
Tobjectif; menons par ces points deux circonferences BB' el CC con- 
cenlriques a la premiere. De meme, par les points |5' et 7', oil se trou- 
vent les spectres irreguliers de gauche, menons deux autres circonfe- 
rences B|B', , C,C, concentriques aux precedentes. 

Observons maintenant dans la region du deuxieme spectre vers la 
droite, nous y trouvons trois images «|, /3,, 7, disposees de la meme 



(*) Dans toules Ies experiences il faut supposer que le nombre de tniils marqu6 est en 
haul de la lame, de sorte qu'il n'y a jamais equivoque sur la situation du reseau, quand on 
indique de quel cdl6 se trouve la face stri^. 

2. 
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maniere que les images a', j3', 7' du premier spectre de gauche. Plus 
loin, les images du troisieme spectre, ol^^ j32» Ya» ressemblent a celles 
(lu premier spectre de droite et k celies du deuxieme spectre de gauche 
«', , /S', , '/j, et ainsi de suite, comme on le voit sur la figure. 

Tous les spectres de rang impair se ressemblent; de m^me tous les 
spectres de rang pair donnent une serie d*images semblablcs entre 
dies. De plus, tous les spectres de rang impair situes a droite ressem- 
blent aux spectres de rang pair situes a gauche, et inversement. 

Enfin, il est a peine utile d'ajouter que si on tourne le reseau de 
i8odegres, les phenomenes deviennent symetriques des precedents 
par rapport a la direction des rayons incidents; les nouvelles images 
de droite ressemblent a celles qui etaient a gauche dans le cas prece- 
dent. En outre, les spectres de reflexion sont symetriques, par rapport 
ou plan du reseau, des spectres de transmission correspondants. 

Les faces de la lame sur laquelle le reseau est trace nesont pas bien 
planes ni paralleles, Tarete du biseau qu'elles forment n'est meme pas 
parallele aux traits; ce biseau produit dansun plan perpendicuiaire aux 
traits une deviation d'environ i5 secondes. C'est probablement dans ces 
defauts du vcrre qu'il faut cbercher Texplication des spectres irregu- 
liors. 

Reseau 11° 2. 

Ce reseau est plus dispersifque le precedent; la deviation minimum 
de la raie D dans le premier spectre est d'environ 18 degres. On y ren- 
contre encore quetquesirregularites plus faibles. 

Dans la region du premier spectre, il y a trois images, dont deux sont 
au point en meme temps, et peu eloignees Tune de Tautre; la troisieme 
estisolee, et on peut bien Tobserver, mais elle correspond a un spectre 
dissymetrique, et, pour mesurer le double de la deviation minimum 
d'une raie sans changer le point de la lunette, il faut avoir soin de 
retourner le reseau face pour face. 

On verifie facilement dans ce reseau la similitude des spectres de 
rang pair et celle des spectres de rang impair. De meme les spectres de 
rang pair situes a droite ressemblent* aux spectres de rang impair 
situes il gauche, et inversement. 

Les faces de la lame de verre ne sont pas encore paralleles, I'arete 
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<lu prisme qu'eiles forment est presque perpendiculaire aux traits, et, 
<lans un plan perpendiculaire aux traits, elles ne produisentpas de de- 
viation sensible. La courbure de ces faces est iaible, mais appreciable. 
Le groupe b de raies obscures du spectre solaire est forme, comme 
on sait, de Irois raies qui appartiennent au magnesium. J'ai toujours 
designe par b la raie la plus refrangible de ce groupe. Cetle raie pa- 
rait simple en general, mais dans le deuxieme spectre du reseau dont il 
est ici question, cette raie b est nellement dedoublee, et, dans ce cas, 
j*ai applique la lettre bith raie la plus refrangibte de ce petit groupe. 
Dans ce meme spectre, les deux raies D et D' sont eloignees d'environ 
ii'3"; cela donne une idee de la dispersion exceptionnelle que Ton pent 
obtenir. Pour arriver a une pareille dispersion de ces deux raies avec 
les spectres de refraction, il ne faudrait pas moins de cinq prismes de 
sulfure de carbone. 

Reseau n® 3. 

Dans la region du premier spectre de ce reseau, on trouve deux 
images distantes d'environ lo on r5 secondes, et on n'y rencontre pas 
de phenom^ne susceptible d'une observation precise. 

Au contraire, le deuxieme spectre est d'une purele tout Si fait inat- 
tendue et vraiment remarquable. La deviation minimum de la raie I) 
est d'environ ii4'*6'> et la raie b y est dedoublee; de plus, il n'y a 
presque pas de changement de point quand on passe de Texperience de 
droite a celle de gauche, de sorte que les mesures comportenl une 
ires-grande exactitude. 

Les faces de la lame de verre n'ont qu'une courbure tres-faible; elles 
forment un biseau dont I'arfite est a peu pres parallele nux traits, et 
produisent une deviation d'environ 7 secondes. 

Reseau n" i. 

Ce reseau est le plus parfait de tous ceux que j'ai eus a ma disposi- 
tion, les trails vus au microscope sont d'uneregularite et d'une perfec- 
tion telles, que des bpticiens habitues a ce genre de travail les ont 
trouves extraordinaires. Les spectres sont tres-purs; aussi c'est le reseau 
dont je me suis servi le plus souvent, en observant autant que possiule 
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ledeuxieme spectre, pour avoir une plusgrandc disperHion. La devia- 
tion minimum de la raie D est d*environ H^ 5a' dans le premier spectre, 
ef de i8** i' dans le deuxieme spectre. 

II y a cependant une faible dissynietrie. Quand la face striee est 
tonrnee vers la lunette, le premier spectre de droite est un peu plus 
laible que celui de gauche, et il y a un petit changement de point dans 
la lunette; mais ces differences sont minimes et ne nuisent pas a la pre- 
cision des mesures. 

Les faces de la lame de verre sont sensiblement paralleles, mais un 
peu courbes. 

Reseau w^' 5. 

(le reseau est encore bon. Je ne Tai pas souvenl employe parce qu*il 
fallait recourir aux spectres derang eleve pour oblenir une grande de- 
viation. Or, les spectres eloignes ne sont pas favorabies pour des me- 
sures precises, car les raies y perdent toujours un peu de leur netlete, 
meme avec des sources de lumiere monochromatiques. 

La lame de verre produit a peine une deviation de 4 secondes, et les 
faces paraisseul bien planes. 

Reseau n** (>. 

Dans ce dernier reseau il n'y a pour chacun des spectres qu'une 
image parfaitement reguliere, sans changement de point, mais les dif- 
ferences d'intensite sont tres-grandes. Ces differences d'felat suivenl 
nne loi reguliere que Ton peul voir a Tinspection du tableau. qui suit : 



i*^ spectre . . . 
a* spectre . . . 
3* spectre . . . 
4* spectre . . 



FACE STRIDE 

vers la lunette. 



Guuche. 



Faible. 
Faible. 
Brillant. 
Brillant. 



Droite. 

Brillant. 
Brillant. 
Faible. 
Faible. 



FACE STRI^K. 
vers le collimatcur. 



Gauche. 






Brillant. 
Brillant. 
Faible. 
Faible. 



Droite. 

Faible. 
Faible. 
Brillant. 
Brillant. 
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C*eKi un ret^au que j'ai peu employe, a cause de sa faible dispersion. 
La lame de verre produit une deviation d*environ 7 secondes^ ei la 
eourbure des faces est appreciable. 

Longueurs d'onde des raies ohscures dn spectre solaire. 

J'ai repris Teiude du speclre solaire avec les cinq derniers reseaux, 
el je resume dans quelques tableaux les resullats des experieaees qui 
ontete faites dans les meilleures conditions. Je p'ai rien a ajouter sur 
la description des experiences. Quand le reseau etait regulier, j'ob&Rr- 
vais la deviation mioimum d*une ni^me raie, a droite et a gauche, en 
laissant la meme face tournee vers le collimateur. Quand les ph^no- 
menes etaient irreguliers, j'observais en retournant le reseau, comme 
je Tai deja dit, et en me mettantarabri de Terreur causee par lebiseau 
Aes faces, Toutefois* j'ai souvent neglige de faire cette derniere C4)r- 
rection, car elle est insignifiante. En effet, si les deviations des diffe- 
rentes raips varient eotre \ 5 et 25 degres, par exemple, et que la devia- 
tion causae par le biseau soit de 10 secondes, il est clair qu'en retran- 
cbant 10 secondes a toutes les deviations les rapports des sinus de ces 
differenfs angles seront a peine alteres par le cinquieme chiffre signi- 
Hcatif. Leserreurs expcrinu'nlales portent quelquefois sur le quatrieme 
(biffre; la correction dont il s'agit est done souvent superfliuB. 

J'ai mesure avec soin les deviations de la raie D, non-soulement pour 
cbaque reseau, mais pour chaque serie d'experiences relatives a un 
meme reseau, et les rapports de longueurs d'onde out ete calcules dans 
chaque serie a Taide de la mesure de la raie D correspondante. Gette 
precaution parait indispensable pour plusieurs raisons : 

i"" On se met ainsi a Tabri d*une erreur accidenlelle commise sur 
une mesure unique, erreur qui afTecterait tous les rapports. 

2^ Si Texcentricite de la face striee a une influence, cette influence 
se fait sentir a pen pres dc la meme maniere sur toutes les raies, el 
disparaitdans les rapports, comme on I'a vu. 

3"" Quand la temperature varie entre les limites ordinaires, les dis- 
tances des traits du reseau changent et modifient les deviations, sans 
que les rapports des sinus soient alteres. Cette influence des variations 
de la temperature est parfaiiement appreciable. 
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Entin , dans tous les tableaux qui suivent, je dc donne que les lon- 
gueurs d'onde calculees dans chaque serie d'experiences, sans rappor- 
ler les deviations elles-memes. Ces nombres compliqueraient beaucoup 
les tableaux inutilenient. J*ai d'ailleurs indique la grandeur des devia- 
tions pour les principaux reseaux; commela largeurde lacouche striee 
est la meme dans les cinq derniers, le nombre des traits indiquera suf- 
tisamment Tordre de la dispersion pour les cas ou je ne Tai pas donne 
explicitement. 

Tai fait peu d*experienees nouvelles sur les raies dc la region ultra- 
violette; le spectre ultra-violet de la lumiere solaire a dans les prismes 
une etendue a peu pres egale a celle du spectre lumineux, et Tintensite 
devient tres-faibic k partir de la region moyenne. J'ai obtenu avec les 
vapours inetalliques des spectres bien plus etendus et des raies plus in- 
tenses. Les mesures sont alors plus faciles; il y a done avantage Ji rem- 
placer, pour cette region, Telude du spectre solaire par celle de raies 
metalliques bien definies; je reviendrai plus loin sur ce sujet. 

Voici les resultats relatifs aux raies obscures du spectre solaire : 

RESK.VU N° i. 





poi:b l'observation de droite, la face striee 


EST TOURNEE VIIRS 


• 


RAIES. 


le 

colllmateur. 


la 
lunette. 


la 
lunette. 


le 
rollimatcur 


la 
lunette. 


le 
coUinateur. 


le 
colllmaleur. 


MOYENNE. 




1" apectre. 


1** apectre. 


I*' apectre. 


1" apectre. 


t* apectre 


1* aperlre. 


fapertre. 




B 


o,G8654 


0, 68655 


0,68649 


0, 68658 


n 


n 


0,68654 


0, 68655 


c 


o,656o7 


o,656o9 


o,656o2 


o,656o6 


o,656o7 


» 


o,656o2 


o,656o5 


7(') 


» 





0,62755 


0,62754 


0,62753 


J> 


» 


0,62754 


D' 


0,58938 


0,58945 


0,58945 


0,58943 


0,58940 


0,58938 


0,58938 


0,58941 


E 


0,52^)78 


o,5a684 


0,52672 


0,52685 


, 52683 


0,52682 


0,52674 


, 52680 


^•n 


o,5i8i3 


o,5i8ao 


» 


» 


» 


• 


D 


0, 51817 


b 


» 


» 


o,5i652 


o,5i66i 


o,5i657 


o,5i657 


o,5i653 


o,5i656 


F 


0,48595 


o,4859'i 


0,48596 


0,48597 


, 48598 


» 


o,486o3 


0,48597 


G 


0, 43064 


» 


n 


D 


» 


» 


H 


0,43064 



( ' ) J'ai appele •/ une belle raie facile a reoonnaitrc cut re D et i\ 
(" ) La moins refrangible du groupc h. 



Toutes ces experiences ont ete failes avec retournement du reseau. 
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ROSEAU K** 3. 



1 

1 


FACE STRIEE ' 


rOLAN^E VERS 




1 RAIES. 


le colliraatear. 




MOYE.N.NE. 


1 


la lonette. 


b 


O, 68661 


s 


0,68661 


c 


o , 66609 


n 


o,656o9 


D' 


0,5894a 


0,5894a 


0,5894a 


E 


0,52681 


, 5*2680 


o,5'i68o 


b 


o,5i66o 


o,5i653 


o,5i656 


F 


o,4S6oa 


0,48606 


0,48604 


G 


0,43070 


0,43076 


0,43073 



Experiences failes sans retournement, et observation du deuxieme 
spectre, puisque le premier est impur. 



R]&SEAl' N" 4. 





1 


E^ACE STRIEE 


1 


KACE STRI^I 


t 






vers la lunette. 


vers 


; le collimateur. 




RAIES. 


tm 




- --'* "^"^^^^^^^^H 






MOTEN.NE. 




1" spectre. 


f spectre. 


8* spectre. 


s* spectre. 


T spectre. 


V spectre. 




B 


0,6867a 


0,68668 





n 


» 


» 


0,68670 


C 


o,656a4 


0, 65609 


» 


0,65598 


» 


» 


o,656i I 


7 


o,6a78o 


o,6a753 


» 


D 


tt 


» 


0,62766 


D' 


» 


0,58939 


0,58935 


0,58934 


0,58943 


0,58940 


0,58938 


E 


o,5a664 


o,5a683 


o,5a679 


o,5a67i 


o,5a677 


o,5a679 


0,5-2675 


b" 


o,5i8a9 


^o,5i8i7 


o,5i8aa 


o,5i8io 


o,5i8i8 


o,5i8aa 


0,51820 


b 


» 


» 


B 


o,5i648 


o,5i655 


o,5i656 


o,5i653 


F 


0,48616 


, 48599 


0,4859a 


» 


» 


h 


o,4B6o2 


G 


0, 43088 


o,43ioi 


0,43091 


9 


» 


» 


0,43093 



Ces experiences ont ete faites sans retournement. Les nombres de hi 
premiere colonne sont les plus discordants; ils proviennent du premier 
spectre ou la deviation etait trop faible. 

Annalti icitntifiquei de VEcoU Normale superieure. Tome IV. 3 
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RAIBS DU SPECTRR 80LAIRB ULTRA-VIOLET. 





B^SBAU 


N^ 3. 


RBSBAi 


1 N" 4. 




RAIRS. 


. " ^^^^^^^^^^^^^^__ '* 


S* spectre 




1* epertre 


MOYENNK. 




t* siMctre. 


de rMexlon. 


f speetre. 


de rcfleilon 




II 


0,39664 


» 


0,39677 


B 


0,39671 


L 


0,38194 


» 


0, 38214 


n 


0,38204 


M 


o.^yiSy 


0,37*67 


0,37284 


, 37262 


, 37280 


N 


0,35795 


o,358io 


0,35760 


0,35784 


0,35789 





0,34433 


0,34389 


0,34387 


0,34378 


0,34397 


P 


o,3366o 


0,33617 


0,33579 


0,33597 


o,336i3 


Q 


o,33o65 


0,37954 


, 32780 


0,32880 


0,32919 



L*aecord n'est pas aussi satisfaisaot que pour les rayons lumineux; 
les deviations sont en effet plus faibles, les spectres moins intenses, et 
le procede de mesure moins precis. 

Tai consulte ces differents tableaux et compare autant que possible 
les circonstances plus ou moins avantageuses des diverses experiences 
pour decider quels sont les nombres qui les rcsument avec le plus de 
probabilite. Ces nombres ne sont pas la moyenne des moyennes obte- 
nues avec les differents reseaux, ni la moyenne de toutes les expe- 
riences. En effet, on ne doit pas attribuer la meme importance a deux 
series d'experiences dont Tune parait inferieure a quelque point de 
vue; ainsi je n'hesite pas a sacrifier la premiere colonne des resultats 
obtenus avec le n^ 4, a cause de la petitesse des deviations. De meme, 
il peut y avoir des experiences particulieres contre lesquelles on doit 
se mettre en garde; ainsi la moyenne des valeurs obtenues avec le re- 
seau n^ 4 pour la raie D' parait inexacle, car les resultats isoles sont 
trop discordants. 

Pour cette raie D' j'ai consulte aussi des experiences nombreuses 
faites avec la lumiere monochromatique du sodium. En pla^ant du set 
marin fondu dans le dard d'un chalumeau k gaz tonnants, on obtient 
unelumifere trfes-eckitante, et, si la quantity de sel est assezgrande, on 
rerwerse tres-facilement les deux raies D et D'. L'observation de ces 
raies renversees est plus precise que celle des raies brillanles. 
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De meme, pour les raies b" et b j'ai tenu compte des experiences 
faites avee le magnesium, experiences dont il sera question plus loin. 

Enfin, pour toutes les autres, j'ai fait entrer en ligne de compte les 
nombres obtenus avec le reseau n° 1 » et consign^s dans mon premier 
Memoire. Les resultats definitifs me paraissent etre les suivants, et je 
ne crois pas aller au dela de Texperience en assignant k ces nombres lo 
degre d'approximation indiquedans la colonne voisine. 



RAIES. 


LONGUEURS 

d*oade. 


DEGRB 

tl'approiimallun. 


RAIES. 


• 

LONGUEURS 

d'onde. 


degr£ 

d'apprtixlmalloD 


B 


o, 68666 


o,oooo5 


G 


0,43076 


o,oooo5 


C 


o,656o7 


0,0000a 


H 


0,3967a 


o,oooo5 


V 


0,6*1754 


o,oooo5 


L 


, 38ao 1 


o,oooo5 


D' 


0,58943 


0,0000a 


M 


o,37a84 


o,oooo5 


D 


o,5888 


accept^. 


N 


0,35795 


o,oooo5 


E 


0, 5^679 


0,0000a 





0,34400 


0,0iX>lO 


// 


0,51820 


o,oooo3 


P 


o,33()o5 


0,00010 


h 


o,5i655 


0,0000a 


Q 


o,3a870 


o,ooo5o 


V 


0,48598 


0,00004 


R 


0,31775 


0,00100 



Raies des lumieres artificielles . 

J'ai choisi parmi les sources de lumiere artificielle quelques-unes 
de celles qui presentent les raies les plus brillantes et les plus faciles a 
obtenir. Mes experiences ont porte sur les principales raies des sub- 
stances suivantes: 

i 

Hydrogene, Magn^ium, 

Lithium, Argent, 

Calcium, Zinc, 

Strontium, Cadmium. 



Raies de Vhydrogene. 

L*hydrogene incandescent a deux raies tres- brillantes, unc rouge 

et une bleue, que Ton observe facilement en faisant passer des etin- 

relles d'induction dans un de ces tubes a gaz rarefies connus sous le 

3. 
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nom de tubes de Geissler. Si le tube presentc uue partie etranglee* 
I'elincelle y prend un grand eclat, et on pent s*en servir utilement 
dans plusieurs experiences de physique. Les indices de refraction de 
ces deux raies dans ie spectre ordinaire du spath d'lslande sont : 



RAIES. 


INDICES. 


R0U20 


i,6545o 
1,66797 


***'**o* 

Bleue 





Raies des metaux alcatins. 

Pour obtenir les raies du lithium, du calcium et du strontium, il 
suffit de placer dans le dard du chalumeau, avec une allumelte en bois, 
un peu d'un sel quelconque : ce sont les chlorures qui conviennent le 
mieux. J*ai observe les raies rouges, orange et bleue du lithium, et les 
raies bleues du calcium et du strontium. Yoici les indices de ces 
raies (*) : 



RAIES. 


INDICES. 


Lilhium l:;?"8e... 

{ bleue. . . 

Calcium bleue... 

Strontium bleue. . . 


1,65398 
1,67145 
1,6779a 

1,67167 



Baies des autres m6tanx. 



Pour produire les raies des vapeurs metalliques avec un eclat suffi- 
sant, j*ai renonc^ a Temploi de la lumiere electrique aiiment^e par une 
pile de 4^ elements; chacun sait combien il est difficile de faire une 



(*) Tous ces indices ont M d^termin^s pendant Thiver dans une cave de r£cole Normalv 
06 la temperature ^tait sensiblement de 12 degr^ et variait trte-peu. 
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seric d'experiences dans de pareilles conditions. Je suis arrive a des 
resullals bien nieilleurs en imitanl une melhode deja employee par un 
grand nombre de pbysiciens: e'est de faire passer une etincelle d'in- 
duciion entre deux fils du metal que Ton veut eludier. Pour qu*une 
pareille etincelle puisse donner des spectres de diffraction assez in- 
tenses, il faut employer une bobine d'induclion puissante et mettre 
les extremites du fil induit en relation avec les armatures d'un grand 
condensateur. Cette disposition, imagincc par Van der Willigen, 
raccourcit les etincelles, maisleur donne un eclat considerable. 

La machine d'induction dont je me suis servi a ete construite par 
M. Buhmkorff; elle a 5o kilometres de fil induit. Je la faisais marcher 
avec 6 elements Bunsen» grand modele; j'employais comme condensa- 
teur une bombonne a peu pres spherique en verre brun, de 20 a aS litres 
de capacite, revetue d*etain k I'interieur et a Texterieur. 

Je designerai les differenlesraiesd'un metal par desnumerosd'ordre, 
en commenQant par le rouge; j*indique en meme temps la couleur de 
ces raies. Voici celles qui onl ete observees : 

HA6N£SIUM. 



RAIES. 


INDICES. 


( I (b"). ... 
Verles |a(^>') 

(3(^) 

Bleup 4 


1,66431 

» 
1,66449 
1 ,67321 



Ces trois raies 6, b\ b" forment le groupe b du spectre solaire. 



ARGENT. 



RAIBS. 


INDICES. 


Vcrtes j 


1,66171 

i,664o5 
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zmc. 



RA1E8. 


INDICES. 


Rouge 1 

/ 7. 

Vertes {3 

M 

Bleues J ^ 


i,6555'2 
1,66711 
I ,66723 
I ,66853 
1,66969 
1 ,670!! 5 



Toutes ces raies du zinc sont tres-brillantes. Les raies a et 3 pa- 
raissent avoir une cerlaine largeup; il est difficile do les observer avec 
precision . 

Le cadmium a aussi de tres-belles raies lumineuses; je les indiquerai 
plus loin avec les autres raies de ce metal, dont j*ai fait une elude plus 
complete. 

Spectre ultra-violet dti cndmium, 

Dans un Memoire important sur la transparence photo graphique des 
differents corps (*), M. W.-A. Miller a montre que les spectres obteous 
ainsi avec Tetincelle d'induction s'etendent beaucoup plus loin que le 
spectre solaire ultra-violet, et il a donne un grand nombre de dessins 
representant les spectres de differents metaux obtenus par la photogra- 
pbie. Ces spectres sont en effet tres-etendus, mais assez imparfaits; 
M. Miller reproduisait un spectre tout entier en uoe seule epreuve, de 
sorte que plusieurs regions n'etaient pasau point. En outre, Tappareil 
dont il s'est servi ne permettait pas d'obtenir des images tres-pures. 

J'ai repris cette question en me servant de Tappareil et des proc^des 
decrits dans mon premier Memoire. La lunette et le collimateur sont 
en quartz, les tubes ont ete modifies de facon a permettre des varia- 
tions de foyer considerables, et je rcproduis les spectres a Taide de 
Toculaire photographique. 

J*ai etudie ainsi, dans le spectre ordinaire du spath d'lslande, les 
raies ultra-violettes de plusieurs metaux : le magnesium, le zinc, Tar- 



(') PhUnsophicnl Transactions^ 1862. 
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gent et le cadmium; on peut mesurer ces raies avec une precision de 
m£me ordre que s'il s'agissait de rayons lumineux. Pour donner une 
idee de ramplitudc considerable des spectres, il me sufiira de dire que 
j*ai obtenu avec Targent un spectre ultra-violet dont Tetendue angu- 
laire est de 21 degres, avec un prisme de spath dont Tangle refringent 
est de 60 degres, dans lequel la dispersion du spectre lumineux est peu 
superieure a 3 degres; c'est done pour le spectre ultra-violet une eten- 
due six fois plus grande. On peut de meme, par des tatonnements me- 
thodiques, mesurer les longueurs d'onde de ces rayons Ires-refrangibles 
a Taide des spectres diffractes par reilexion. 

Jc no rapporterai ici que le spectre ultra-violet du cadmium, parce 
que c*est le seul dont j'ai mesure les longueurs d'onde; il est dessine 
fig. 4 (*)• Ces experiences sont tres-penibles; il faut douze ou quinze 
epreuves photographiques pour reproduire avec precision un spectre 
tout entier, et, quand on veut iiiire une mesure, il faut plusieurs 
epreuves d'essai pour amener le reticule au voisinage de la raie chei*^ 
chee. On comprendra done que je me sois borne a Tetude complete du 
cadmium, qui presente les raies les plus intenses. Yoici le tableau des 
difierentes raies de ce metal : 



HAIES. 


INDICES. 

i,C55i3 


RAIES. 


INDICES. 


Rouge 1 


12 


% 


I -^ 


i,G6a43 


l3 


1, 71384 


Verles. . . . j 3 


1,66281 


14 


1,72338 


'4 


1 ,66529 


l5 


I , 73067 


Bleues. . . . ! . 


r, 66864 


16 


I ,73316 


/ () 


1,67028 


»7 


r, 74160 


Violelte.. 7 


1,67429 


18 


1,76078 






19 


1 , 76326 


Spectre ulti 


pa-violet. 


20 


»» 77499 






21 


1,78382 


8 


I ,&8a59 


22 


1,80096 


9 


1,69349 


23 


1,80247 


10 


I, 69827 


^4 


i,8i3i5 


II 


1 ,70103 


25 


1,82460 



(*) La raie 8 do ce dessin paraft due ^ Tair; elle se relrouve dans les spectres ubtenui^ 
avec d'autres m6Uux. 
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Les raies a et 3 ressemblent aux raies a et 3 du zinc; dies sent tres- 
voisines et paraissent avoir une certaine largeur; il est difficile de les 
mesurer avec precision. 

Les indices des raies du thallium, du bismuth et de Tetain observees 
dans mon premier Mcmoire sont les suivants : 



RAIES. 


I.XDICES. 


Thallium verte... 

Bismuth bleue. . . 

fitain bleue... 


1 ,66^85 
1,66980 
1,67263 



Longueurs d'onde des raies brillanles, 

Voici maintenant les resultats de la mesure des longueurs d*onde de 
ces differentes raies : 

HTDR0G£N£. 

RI^BAU N** 4. 



RAIES. 


1*^ SPECTRE. 


2* SPECTRE. 


3* SPECTRE. 


MOVENNES. 


Rouse 


o,656i8 
0,48606 

4 experiences. 


o,656i6 
0,48606 

4 experiences. 


o,656i5 

n 
1 experience. 


o,656i7 
0,48606 


Bleue 



Ces deux raies de Thydrogenesontindiquees par plusieurs physiciens 
comme coincidant avec les raies C et F du spectre solaire, les longueurs 
d*onde determinees directement ne different en effet que de -^j^\ 
cette difference peut etre parfaitement attribuee aux erreurs d'expe- 
rience, car les raies de Thydrogene, malgre leur eclat, ne sont pas 
aussi faciles a observer que les raies obscures du spectre solaire. 
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UTHIUM, CALCIUM. 

Rl^SEAU N° 4. 



RAIBS. 


l"" SPECTRE. 


2' SPECTBE. 


3' SPECTRE. 


M0TE.NNES. 


Lithium. . . . rouge. . . 
Calcium .... bleue 


0,67057 
o,42ti63 


0,67063 

o,4ati48 


0,67061 


0,67067 

0,4^256 



STRONTIUM 



RAIE. 


1"^ SPECTRE. 


'2* SPECTRE. 


3' SPECTRE. 


4' SPECTRE. 


6* SPECTRE. 


MOTENNE. 


Bleue.. 


0,46048 


, 4607a 


0,46068 


, 46076 


0,46076 


0,46068 



magn£sium. 



RAIES.. 



Vertcs.. I 2 

I 3 

Bleue ... 4 



RicSEAU N° 2. 



1* tpeclre. 



0,61818 
0,61662 

0,44797 



1** spectre. 



0,61820 



» 



0,61660 
0,44800 



RESEAU N** 3. 



s* tpeclre. 



I 



0,61816 

o,6i648 
0,44786 



1* spectre. 



0,61824 



» 



0,61666 
0,44794 



l** spectre. 



0,61828 

» 
0,61667 

0,44796 



N** 4. 




^^'" - 


MOYENMES. 


t* spectre. 




0,61818 


0,61820 


0,61706 


0,61706 


0,61662 


o,6i663 


0,44794 


0,44795 



jinnalet $cientifique$ de VEcole Nor male iupiricure. ToniQ IV. 
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ARGENT. 



RAIES. 



Verles 



■u. 



ROSEAU y? 2. 



1" spectre. 



o, 54633 
0,62069 



ftpeeire 



o,54G3i 
0,52069 



I* spectre 



0,54624 

o,'5'2o58 



RESEAU y* 3. 



1* spectre. 
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o,636o2 

n 
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ROSEAU N° 4. 



s* upecire . f spectre 



o,636o4 

» 
0,48091 
0,47210 
0,46788 



o,636o5 
o , 49^32 
0,49105 
0,48088 
0,47204 
o , 46782 



1* spectre 



o,636o8 



0,48109 
0,47225 
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i*'spe«tM. 
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f speetre. 
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1* spectre. 
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0,53364 
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0,47977 
0,46767 
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1" spectre. 
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0,63365 
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0,44166 



1* spectre 
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r6skau n° 4. 
Premier sf^ectre, — Riseau perpeadicuhure sur ies rayons incidents. 
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0,34047 


o,34o3o 
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» 


0,27421 
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. 0,27434 
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» 


0,25742 


-0725730 


' 0,25735 
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» 


0,23226 


, 23 I 4o 


o,23i83 


^4 
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ID 


0, 22656 


, 22656 


25 


» 


» 


0,22171 


0,22171 



L^accord des experiences queireDferine le dernier tableau est moins 
satisfaisant que dansceux qui precedent, il n'y a pas lieu de s*en eton- 
ner; toutefois Terreur semble porter seulement sur le quatrieine chiffre, 
excepte pour Ies trois dernieres raies, ou le troisieme chifTre n*est 
qu'approche. 

On pent remarquer que la longueur d'onde diminue tres-lentement, 
inalgre Ies variations considerables des indices. Comme la longueur 
d'onde de la raie A est environ egale ^ 0,76, et qye la derniere raie 
observee du cadmium a pour longueur d'onde 0,22, on voit que Ies 
radiations accessibles aux mesures exactes ferment presque deux 
octaves. 

Je vais resumer dans un tableau general Ies resultats de toutes ces 
experiences, en tenant compte de celles qui ont deja ete faites avec le 
reseau n^ 1, et rapportees dans mon premier Memoire. J*indique aussi 
pour cbaque raie le degre d*approximation auquel elle me parait de- 
terminee. 

4. 
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SUBSTANCES. 
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DES L019GUEIIRS d'oNDE. 



Longueur d'onde rle la rate D. 



^0 



Dans tout ce qui precede j*ai adopte, pour longueur donde de la 
raie D, le noinbre o,5888 qui a etc dcduit des experiences de Frauen- 
hofer. iMon but principal n'etait pas de determiner les longueurs d'onde 
en valeur absolue; mais comme mes experiences fournissent un moyen 
facile de controler la valeur adoptee pour la raie D, je n'ai pas cru 
devoir le passer sous silence. 

M. Dumoulin, successeur de M. Froment, s'est mis pour cela a ma 
disposition avec une extreme obligeance. II a construit deux micro- 
metres sur verre, Tun avec la grande machine a diviser de M. Froment, 
Tautre avec une petite machine.qui sert a diviser de petites longueurs. 
Ces deqx micrometres, superposes et examines au microscope, ont ete 
trouves parfaitement identiques, ce qui raontre que les deux vis micro- 
metriques sont exactement rapportees a la mcme unite. 

Les micrometres 6tant plus larges que la couche striee des reseaux, 
on plagait un micrometre sur un reseau et on trouvait facilement la 
largeur de ce dernier en observant quelles divisions coincidaient avec 
les traits extremes du reseau. 

Les mesures ont porte sur les reseaux designes par les n*^' 1 1 3, 4, 5, 6, 
et elles ont ete faites ^ la temperature de i5 ou i6 degres centigrades. 

II a fallu verifier d'abord si le nombre des traits de ces difTerents 
reseaux etait bien exactement le nombre indique par le constructeur. 
Pour le reseau n® 1 j'ai pris la peine de complertous les traits, comme 
je Tai dit dans mon premier Memoire, et deux experiences m'ont donne 
le meme nombre aSio. II v a done 2^18 intervalles. M. Dumoulin a 
compte les traits du reseau n'* 6, et verifie que le nombre Goi est exact. 
Au lieu de compter les traits des autres reseaux, ce qui eut ete tres- 
penible, on superposait les deux reseaux 5 et 6, les faces striees en 
regard Tune de I'autre, et, en les examinant au microscope, on faisait 
co'incider les premiers traits; on observait alors que les traits etaient en 
coincidence de deux en deux, et que les deux series s*arretaient en 
meme temps. II en resulte que les deux reseaux ont exactement la 
meme largeur et que le reseau n*^ 5 contient bien laoi traits. On a ve- 
rifie de la meme fa^on les nombres de traits des reseaux 4 et 3. Le 
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reseau n^ 2 n'a pas ete mesure, parce qu'on n'y a observe que des 
spectres irreguliers. 

Dans le coups des experiences qui font I'objet de ce Memoire, j'ai 
iVequemment mesure Ja deviatiop de la raie D dans les difTerents spec- 
tres de ces cinq reseaux. Toutes les mesures que je fais intervenir i^i 
ont ete faites a la cave, avec la lumi^re du sel marin volatilise, et a une 
temperature sensiblement constante de i a ou 1 3 <legre& ceiitigrades. • 

Dans les series relatives a-ux spectres reguliers d'un memo reseau^ 
j'ai cherche la moyenne du nombrc 



I . A 

- sin —J 
n 2 



n etant le rang du spectre observe, A la deviation minimum. On en 
iloduit la longueur d'onde par la formuje 



. I . A 

/ = 2E - sm — • 
n ?. 



Je dois faire une observation relativement au reseau n^ 1. M. Fro- 
ment avait autrefois mesure la largeur de ce reseau et m*avait donne le 
nombre 5""", 7 14. Ce resultat diflere de celui qu'on trouvera dans le ta- 
bleau, et M. Dumoulin aprissoin de r^peter plusieursfoiscette mesure. 
II y a la une discordance facheuse; j'ignore d'ailleurs quelle mothode 
avait employee M. Froment. 




LARGEUR 

do la 
coucbe stride. 



N" 1...,. 

^ o 

N" 4 

N° 5 

N*^ C 



mm 
5,699 

6,7685 

6,768 

6,768 

6,768 



NOMBRE 


4 . S 


LONGUEUR 


<Je« ioterrallet 
de train. 


- Sin -• 

• 


d'unde 
de U raie D 


a5i8 


0, i3o3i5 

• 


0,68988 


2400 


0, 1044^5 


0,5890 


1800 


o,o783o3 


0, 58884 


1200 


. u,o5'ii9'2 


0^58873 


600 


0,0^6096 


0.58873 



Le nombre donne pour le reseau n'- 1 est relatif au spectre que Ton 
pent observer san^ changer le point de la lunette; la difference de ce 
resultat avec les suivants et les irregularites du reseau me determinent 
a n'en pas tenir compte pour la question qui>nous occupe. 
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Le nombiie dt^duif du Veseau n^ 3 est relalif au deuxifeine spectre; 
noas avoHs vu que le premier n 'est pas observable. 

Le reseau n** 4' est celoi-qiii parait offrir le plus de garanties» parce 
qu'il est pliiB regulier que ceui quiprecedent et plus dispersif que 
cedx qui suivent. 

Lesquatre derniers nombres out pour moyenne 0,58882, et chacun 
d-euxdiffef ede U moyenne demoinsdo deux unities du quatrifeme chiffre, 
ce qui •donne une erreur relative d'environ tooo- ^^^ experiences pa- 
rarssent done eonfirmer avec une extreme precision la vale'ur o,5888, 
qui a ^16 deduite des mesures de Fraiienhofer. 

Gependant je ne dois pas terminer ce sujet sans declarer que la ques- 
tion n'est pas resoliie d'une ma tii&re definitive. II y a sans doute un 
grand int^ret a connaitre exactement la valeur d*un€i longueur d'onde, 
car les physiciens pourraient s*en servir pour compafrer leurs difte- 
rentes mesures; mais pour arriter a donner uh nonibre certain il faut 
connaitre rigoureusement la valeur du m^trb auquel on a compare le 
reseau, et mesurer les deviations dans des cofiditions de temperature 
bien defiriies; II y a la des difficulted e^p^rimehtales d'une nature toute 
speciale. Dans les exp^rieftcesr qiii vienneilt d'6tre rapportees, les de- 
viations et les reseaux ont et^ mesures k des temperatures differentes: 
on comprentl bren que, par suite de Tincerlitude qui regno sur la valeur 
exacte de Tunrtfe de mesure, il etait inutile' de fiiire* les cofreclions 
qu'entrainenit ces differences de temperature. 



Rapport fait a' I* /tcadSmie des Sciences sur un Memoire de 
M. Mascart, relatif a In determination des longueurs d'onde. 
Commissaires : MM. Pouillet, Edinond Becquerel, Foiicault, 
Regnaiilt, Fizeau rapporteur (*). 

Unseul Memoire, inserit sous le' n** 1 , aele envoye au concours avec 
celte epigraph*': La simplicite des m^thoderest une garantie de la prdci- 
sion des mesures. 



(*) CMfHes rehdkir'deVAcad^huc des Sciences (i^nce du 1 1'tnars 1867). 
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Ce travail important et plein d'intiTet a fixe de suite rattentioii de 
Yos Commissaires, et leur a paru repondre d'une nianiere tres-satisfai- 
sante au programine propose par TAcademie; dans le but de justifier 
devant elle cette appreciation favorable, nous allons presenter un ex- 
pose succinct de Tetat de la question et des progres realises par Tau- 
teur de ce Memoire. 

On sait que pour la lumiere comme pour le son, la longueur d'onde 
est une certaine longueur considercc dans le sens de la propagation* et 
correspondant a deux points oil les mouveinenis vibratoires sont sem- 
blables, la demi-longueur d*onde correspondant a deux points oil 
les mouvenients vibratoires sont opposes. Cette longueur est plus ou 
moins grande, suivant la couleur de la lumiere ou le degre de gravite 
des sons; inais elle est fixe pour cliaque varieti' dc vibrations se propa- 
geant dans le meme milieu, en sorte qu*elle peut eire employee a ca- 
racteriser et a definir, soit un son en particulier, soit uu ravon de lu- 
miere d'une certaine couleur. 

En ne cousiderant ici que la lumiere, les [diysiciens 's*accordent 
aujourd'hui a regarder les divers rayons elementaires qui la coinpo- 
sent comme ne differant entre eux d^uue maniere essentielle (|ue sous 
le rapport de la longueur d'onde; en sorte que cette longueur etant 
connue et mesuree avec precision pour un rayon donne, toutes les pro- 
prietes pliysiques de ce rayon sont, par la meme, determinees compa- 
rativement a celles d*un autre rayon d*une longueur d'onde diiTerente. 
On voit ainsi que la longueur d'onde est un nombre constant et carac- 
teristique de chaque variete de rayons lumineux, sqit que les rayons 
se rapportent a I'une des sept couleurs principales du spectre solaire, 
soit qu'ils appartienneut a ces parties extremes et obscures du spectre, 
oil I'ceil ne peut les apercevoir qu'incompletement, et oil leur pre- 
sence se revele surtout par des phenomenes particuliers d'actions cbi- 
miques, de phosphorescence, de fluorescence ou d'elevation de tempe- 
rature. 

Cependant une difticulte considerable se prescnte dans la determi- 
nation precise de ces longueurs d'onde; leurs dimensions sont, en 
effet, si petiles, qu'elles depassent a peine un demi-millifemc de milli- 
metre pour les rayons jaunes. Un peu plus grandes pour les rayons 
rouges et decroissant d'une maniere continue jusqu'aux rayons violets 
du spectre, ces longueurs restent toujours d'une petitesse extreme. 
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Malgre celte circonslance defavorable, les physiciens ont trouve dans 
plusieurs phjenomenes lumineux reiharquables les moyens de fixer avec 
une certaine precision les valours numeriques des longueurs d'onde. 
Les anneaux des lames minces de Newton, les franges d*interference 
d'Yong, celles des miroirs de Fresnel el plusieurs autres phenomenes 
analogues, ont fourni des determinations assez exactes et concordantes; 
mais c'est principalement le pbenomene des rescaux de Fraunhofer 
qui a donne lieu aux -mesures les plus satisfaisantes» surtout parce 
qu^elles ont ete rapportees a des rayons bien definis par les lignes fines 
ou raies du spectre solaire. 

Lorsqu*on regarde de loin une fente lumineuse avec une lunette au 
devant de laquelle on a place un reseau forme, soit de fils paralleles 
equidistants et tres-rapproches, soit de traits d'une grande finesse re- 
gulierement graves sur une glace, on observe une image blanche cen- 
trale conime si le reseau n'existait pas, mais de plus, a droite el a gau- 
che de cette image, on aper^oit plusieurs spectres colores dans lesquels 
on peul dislinguer les lignes fixes ordinaires. Si la lunette est montec 
sur un cercle divise, on peul mesurer les angles de deviation des prin- 
cipaux rayons, el, les mesures olant supposees prises sur le premier 
spectre, on oblient immediatement la longueur d'onde d'un rayon en 
mulliplianl, suivant la formule de M. Babinel, le sinus de Tangle de 
deviation par la distance qui separe les milieux de deux traits contigus 
du reseau. 

Bien que les delerminations effectuees par Fraunhofer au moyeu de 
celle methode fussent considerees comme excellentes et certainement 
les meilleures que la science possedat jusqu*a ce jour, il elail cepeii- 
dant desirable qu'elles fussent verifiees par de nouvelles observations 
tres-precises, el surtout qu*elles fussent etendues ^ un certain nombre 
de nouveaux rayons visibles ou invisibles qui n*ont ete decouverls et 
etudies que dans ces derniers temps. Tel est, en effet, le but que s'est 
propose Tauteur du Memoire n° i , en se livrant aux longues et con- 
sciencieuses recherches donl nous allons rapporter les r^sullats les plus 
saillants. 

On peul signaler d'abord dans les premiers chapiires la demonstra- 
tion d'une propriele remarquable des reseaux decouverte par Tauleur. 
Yoici en quoi elle consiste : lorsqu'on observe par transmission a tra- 

Annalts scientifiques de Vicole Normale superieure. Tome IV. 5 
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vers un reseau de plus en plus incline sur le rayon incident, et dans le 
plan de diffraction, la deviation des spectres diminue d*abord, puis 
reste un instant constante pour augmenter ensuite. II y a done la un 
minimum de deviation tout ^ fait analogue au minimum de deviation 
observe par Newton dans les spectres refract^s paries prismes de verre. 
L'auteur explique par des formules ^l^gantes toutes les circonstances 
du phenomene, et fait voir de plus que c*est en observant ce minimum 
de deviation que les mesures deviennent les plus simples et les plus 
rigoureuses. 

Plusieurs chapitres du Memoire sont consacr^s ^ la description et k 
Tetude des appareils d*observation. C^taient principalement un gonio- 
metre construit avec une grande perfection par MM. Brunner, et des 
r^seaux varies au nombre de six, traces sur verre au diamant par 
M. NobertdeBarth. 

Muni de ces moyens d'observation, et apres s'etre entour^ de toutes 
les precautions qui pouvaient assurer Texactitude des r^sultats, Tau- 
teur a repris d'une maniere complete la determination des longueurs 
d*onde des principaux rayons du spectre solaire, bien d^Bnis par les 
lignes fixes de Fraunhofer. 

On remarque ensuite des series d'observations speciales faites sur les 
rayons particuliers ^mis par les flammes sous Tinfluence de corps divers 
r^duits en vapour. On sait que MM. Kirchhoff et Bunsen ont montre 
que, dans ces circonstances, il y a des rayons cnracteristiques de cer- 
taines substances, et que, sur ce principe, ils ont fond^ une m^thode 
d'une delicates»e extreme, propre k d^celer la presence de divers corps 
simples ou composes. Les propri^tes de ces rayons doivent done int^ 
resser k la fois les chimistes el les physiciens; et la determination de 
leurs longueurs d'onde^ pour la plupart tout k fait inconnues, est cer- 
tainement un r^sultat tres-important du nouveau travail. Les observa- 
tions rapportees dans le Memoire comprennent les spectres de Thy- 
drogene, du lithium, du calcium, du strontium, du magnesium, de 
Targent, du zinc et du cadmium. Mais ce qui pr^sente un interet au 
moins egal, et ce qui montre peut-etre encore mieux Thabilete de Tau- 
teur, c'est d'avoir pu aborder avec succes la mesure des longueurs 
d'onde des rayons ultra-violets, c*est-k-dire de ces radiations si nom* 
breuses et si varices douees de refrangibilites plus graodes que le vio* 
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let, et qui s*6teDdeat, dans certains cas» ii une distance considerable au 
delk du spectre visible. 

La manicre dont ces rayons sont distribu^s, ainsi que leurs pro- 
prietes physiques si singulieres^ avaient ete deja signalees et ^tudi^es 
principaleinent par M. Edmond Becquerel. Mais leurs longueurs d'onde 
n'avaient pas encore 6te mesur^es par la m^thode si precise des re- 
seaux. On poss^dait seulement une premiere determination obtenue 
par M. Esselbacb, au moyen d'une m^thode difTerente, celle des spec- 
tres a bandes d'interference. 

Les didicultes que presentaient ces mesures delicates n'ont pu etre 
surmont^es par Tauteur qu'au moyen de plusieurs artifices ing^nieux 
d^crits dans le Memoire» et que nous ne pouvons que mentionner ici. 
II convient cependant de citer comme essentiel un petit appareil d^si- 
gne par Tauteur sous le nom d'oculaire phoiographigue. G'est une petite 
glace recouverte de collodion sensibilis^, glace que Ton pent substi- 
tuer a I'oculaire de la lunette, en la placant derriere les fils du reti- 
cule; on pent, par ce moyen, mesurer les deviations des rayons invi- 
sibles avec une exactitude peu inferieure a celle qu'oto obtient pour 
les rayons visibles. 

L*auteur a efTectu^ ces mesures sur les spectres ultra-violets de la 
lumifere solaire et de la lumifere du cadmium. Ce dernier spectre est 
surtout remarquable en raison de Tetendue extraordinaire occupee par 
les radiations invisibles. 

Les longueurs d'onde obtenues dans cette region vbnt en dimi- 
nuant d'une maniere continue deputs Q^"',ooo3gi67 (raie H) jusqu'a 
o"™, 0002217 (rayons extremes). La valeur de ce d6croissement a ete 
comparee par Tauteur aux accroissements de refractioii des menies 
rayons lorsqu^ils traversent un prisme de spalb d'Islande; il ressort de 
cette comparaison que pour ces rayons les plus refrangibles une faible 
variation dans la longueur d'onde correspond k un accroissement con- 
siderable de I'indice de refraction. Ce resultat, appuyS de donnees 
numeriques precises, ne pent manquer de contribuer aux progres de 
la theorie de la dispersion. On peut remarquer qu'il est bien d'accord 
avec la dispersion rapidement croissante du rouge au violet dans les 
spectres refractds, ainsi qu'avee les determinations anterieures relatives 

aux rayons calorifiques obscurs situ^s a Textremite oppos^e du spectre, 

5. 
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dans la region ultra-rouge. Lk, en effet, les longueurs d'onde varient 
Ires-rapidement pour des changements relativement Ires-faibles dans 
les indices. 

L'auteur fait observer que les ondcs les plus courtes, o"", 00022, 
comparees aux ondes les plus longues des rayons visibles, 0°"", 00076 
(raie A), fornient dans rechelle des vibrations une etendue de prts de 
deux octaves, dont le rapport est i : 4; on peut ajouter que cette eten- 
due depasserait trois octaves, dont le rapport est i : 8, si Ton conside- 
rail les ondes les plus longues, o"™, 00 190, des derniers rayons calori- 
fiques obscurs qui ont pu etre observes. 

Enfin, dans une dcrniere parlie, Tauteur expose les observations 
speeiales qu'il a faites pour rapporter au metre toutes les mesures 
donnees dans le Memoire. 11 montre qu'il sufKisait, pour atteindre ce 
but, de mesurer directement en fractions de Tunite m^trique une seule 
longueur d'onde, celle de la raie D par exenople, celle de tons les autres 
rayons se trouvant alors, d*apres la methode, elle-meme exprimee en 
fractions de la menie unite. 

Le resultat tinal obtenu par Tauteur est o'"*",ooo5888 pour la lon- 
gueur d'onde de la raie D rapportee au millimetre. 

Ce nombre Concorde exactement aveccelui que les physiciens avaient 
adopte d'apres Fraunhofer, tout en souhaitant depuis longtemps qu'il 
put etre soumis a un controle aussi direct et ausst rigoureux. On 
pourra done I'employer desormais avec une security plus grande encore 
dans les applications nombreuses auxquelles se prete si bien la lumiere 
jaune du sodium, particulierement pour la mesure d*autres longueurs 
tres-petites. 

En resume,*le Memoire n*" 1 est certainement le travail le plus ap- 
profondi et le plus satisfaisant qui ait ete fait depuis Fraunhofer, rela- 
tivement aux longueurs d'onde des divers rayons qui composent la lu- 
miere. De I'avis de tons vos Commissaires, ce travail rivele chez son 
auteur des connaissances th^oriques distinguees et une grande habi- 
lete experimentale. On pouvait souhaiter, sans doute, qu'il e6t em- 
ploye quelque autre methode. d'observation concurremment avec celle 
des reseaux. Cependant son Memoire a fait faire a la question des pro- 
gres si considerables, que votre Commission s'est trouvee unanime 
pour lui decerner le prix. 
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INTRODUCTION. 

J*ai demoDtr^, dans un travail precedent (*), que les figures nodales 
des membranes circulaires vibrantes ne se produisent pas aux inter- 
valles musicaux assignes par la theorie. Cette diflerence entre Texpe- 
rience et le calcul ne tient pas a la forme des membranes; elle ne tient 
pas non plus a la forme ni a la nature des cadres employes; nous Tavons 
demoutre, M. Felix Bernard et moi, dans un Memoire sur le mouve- 
ment vibratoire des membranes carrees ('*). En etudiant depuis cette 
anomalie, j'ai recorinu qu'on pent en formuler leslois experimentales 
en supposant que les nombres thcoriques de vibrations, correspon- 
dants aux figures nodales diverses, eprouvent tous une diminution. 

Comment expliquer cet abaissement des sons? On pourrait croire 
qu'il tient a la mobilite des points d'attache de la membrane. La theo- 
rie suppose les bords du cadre parfaitement immobiles; or, on demon- 
tre par experience que cette immobilite n'est pasabsolue. Si Ton tient 

(*) Memoire sur le mouvement vibratoire des membranes circulaires, Annales scienii- 
fifties de I'Ecoie Normale superieure, t. HI; 1866. 

(**) M6moire sur ie mouvement vibratoire des membranes carr^s. Annates de Chimie et 
de Phfsit/ue, 3* s^rie, t. LX. 
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a la main le cadre d*une niemhraDe tendue au-dessus d'un tuyau 
d'orgue de hauteur conveaable, on le sent vibrer avec vivacite au mo- 
ment de la formation des figures nodales nettes. Les points d'attache 
du cadre avec la membrane ne sont done pas des noeuds parfaits; la 
membrane n'est done qu'approximativement dans les conditions exi- 
gees par la theorie. Je me suis propose de Boumettre au calcul Tin- 
fluence de la mobility des points d*attache, aBn de savoir si on pent 
lui attribuer Tanomalie en question; telle est Torigine premiere du 
travail que jie presente aujourd'hui a TAcademie. 

]*ai du d'abord resoudre un probleme analogue plus simple relatif 
aux cordes vibrantes, car les memos causes de perturbations doivent 
produire sur el les des effete semblables. Supposons une corde formee 
de trois parties de natures differentes» et chercbons les lois du mouve- 
ment vibratoire de cet ensemble. Exprimons ensuite que les deux par- 
lies extremes se r^duisent a des longueurs extremement petites, la 
corde du milieu sera physiquement toute la partie vibrante, etses extr^ 
mites seront attachees a deux points mobiles. Tel est le type theorique 
que j'ai imagine et qui me semble correspondre assez bien a une corde 
vibrante dont les points d*attache ne sont pas parfaitement fixes. 

En dehors du but special de mes recherches, la question des cordes 
heterogenes m'a paru int^ressante en elle*memet et je lui ai donne 
tout le degre de g^neralite qu'elle comporte. Je traite done ici dju moU'* 
vement vibratoire d'une corde formee d'un nombre quelconque de par- 
ties diverses de nature. 

Poisson^ et anterieurement Bernoulli et Euler, se sont occup^s du 
probleme relatif a une corde formee de deux parties (*). J'en donne 
une solution plus simple et je rectifie Texpression des coefBcients de 
Tintegrale generale (Mimoire de Poisson, p. 46a)« au denominateur 
desquels s'est glissee une erreur» sans influence d'ailleurs sur les con- 
sequences physiques. J'adopte avec Poisson Thypoth^se qu'au point de 
jonction de deux parties la tangente est la memo a toute epoque du 
mouvement pour les deux courbes qu'elles forment chacune. Je re* 
garde comme inexacte la proposition suivanle, enoncee par Tillustre 
g^ometre k la page 47^ de son M^moire : Les nombres de vibrations des 



(*) Journal de VEcole Poly technique, t. XI. 
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harmoniques de la corde totale etant en gSnSral incommensutables, il 
arrivem que si la corde a SlS ibranUe au hasard, ^tte riexicaiera pas de 
mbraiions isochrones et ne fera entendre qdune tone de bruit au Ueu 
d^un son rSguUer. Le calcui montre qu'u'n ebrarilement produit au ha- 
sard donne lieu k un nombre infini de mouvements simples, constituant 
par leur superposition le mouvement general, que les harmoniques 
soient ou ne soient pas commensurables. Tbeoriquement les vibrations 
de la corde totale ne seront pas isochrones s*il y a incommensurabilite; 
mais Toreillet qui ne pergoit pas le mouvement general autrement que 
par le timbre, qui le decompose instinctivement en mouvements sim- 
ples, n'en distinguera pas moins dans ce cas les divers sons qui leur 
correspondent, et aussi nettement que s*ils etaient commensurables. 

Ajoutons qu'en realite il n'y a pas, au point de vue physique, de 
quantites incommensurables; par cons^uent les harmoniques irra- 
tionnels que le calcui donne sont entre eux sensiblement comme des 
nombres entiers. Done le mouvement de la corde est toujours sensible- 
ment periodique, quel que soit Tetat initial, etTexp^rience montre mSme 
que les sons autres que le son fondamental s'^teignent rapidemeht, en 
sorte que le mouvement de la corde partantd*unetat initial quelconque 
se reduit bientdt au mouvement simple qui correspond au son le plus has. 

Voici les lois les plus importantes que le calcui donne pour le cas de 
deux parties : 

i^ Les harmoniques ou sons possibles de la corde totale neforment pas 
la sirie i , a, 3. . . . Les nombres de vibrations de ces harmoniques sOnt en 
gir^ral incommensurables et racines d'ttne dquation transcendante. 

a® Si* I'on connatt les longueurs des deux parties et les sons fondajnen- 
tattx de ehacuncy on peut trower les diners sons de la corde totale au 
moyen de la resolution d'une Equation transcendante. 

3® Lorsque les deux parties rendent isoliment chacune ie mime son, la 
conk entiire est it tocta^ grtu^. Cette hi renferme^ comme cos particu- 
Her, rune des his connues des eordes homoginei, sdn^oir, qu^une corde est 
a VoctOA^e gra^e de sa moitiS. 

4® S'il existe des no^uds de vibration. Us sont dquidistants sur chacune 
des eordes a partir des ex trimitds fixes, mais h distance de deux nauids 
sur Vune n'est pojs la n%Sme que sur l^eaure. 
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5" Si I' on suppose I'une des parties exirSmemenl petite^ V autre peut 
Sire regardde comme la corde vibrante, el I* on a cUnsi un type theorique 
assimilable a une corde vibrant entre deux extremiles dont Vune ne serait 
pas parfaitement fixe. Danscette hypo these on trouve pour les divers har- 
moniques la sirie 



N — El, aN— £,, 3N— £ 



3y 



N designant le son fondamental de la corde quand les deux extremites 
sont parfaitement fixes ; e,, Cat s,,... etant des quantites tres-petites crois- 
santes. On voit done que les divers sons de la corde se trouvent un pea 
abaissis par suite de la mobility d'un point d' attache. On pouvait facile- 
ment le prevoir, car ilsemble que les choses doivent alors se passer comme 
si la longueur de la corde etait plus grande ; toute/ois le calcul de mon Me- 
moire dtait necessaire pour la rigueur de la demonstration, parce qu!il faut 
continuer la corde par un corps mobile d'une autre nature. 

On passe facilement au cos de trois, quatre,... parties Iieterogenes. 
' Mais requation transcendante qui donne les divers Iiarmoniques et les 
noBuds devient de plus en plus compliquee et difBeile a resoudre. On 
peut cependant enoncer pour le casde Irois parties quclques lois sim- 
ples, faciles a veritier. 

I ^ Comme prdcddemment, on peut calculer le son fondamental et les 
harmoniques successifs irrationnels entre eux, quand on connaii les lon- 
gueurs et les sons fondamentaux dechacune des parties. 

2^ S'ily a des nceuds^ ils sont equidistants sur chacune des cordes; mais 
la distance de deux noeuds sur I' une n'est pas la mime que sur r autre., 
TjC calcul fait connattre la position des noeuds correspondani a un har- 
monique donne. 

3** Si les trois parties^ prises isoldment, rendent le mime son^ la theorie 
fait connaitre par un calcul tris-simple celui de la corde totale, qui est en 
general incommensurable avec le premier. 

4"* Dans le cas plus particuUer oil les points dejonction des parties divi- 
seraient la longueur totale harmoniquement^ c'est-a-dire de telle sorte que, 
le produit de la partie moyenne par la corde totale fAt egal au produit 
des cordes extremes ^ le son de la corde totale serait la double octave grave 
du son de chaque partie. Cette loiassez remarquable off re peut-itre la pre- 
miere application physique de la division harmonique d'une droite. 
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5^* Si Con suppose tres-^petites les parties extr4mes^ la corde moyenne 
peui itre regeuxiee physiquement comme seule vibrante, et Von a un type 
theorique se rapprochant d'une corde dont les points d* attache seraient 
mobiles. On trouve alors que les sons de la corde forment la sine 

N— e,, 2N — 6j, 3N — e3>..., 

N designant le son fondamental quand les extremites sont fixes ^ et £«, £3, 
£3,... des quantitds petites croissantes. Done la mobiUte des points d' at- 
tache abaisse tous les sons d'une corde. 

II semble que i'on tienne la clef des anomalies que les membranes 
presentent; mais en examinant de plus pres on reconnait que dans le 
cas des cordes 

done, en prenant deux sons correspondants a deux figures nodales, Tin- 
tervalle musical est moindre que si les extremites etaient fixes. Or, 
dans Tanomalie des membranes, c'est le contraire qui a lieu : Tinter- 
valle musical qui separe deux figures nodales est toujours plus grand 
que celui de la theorie. Cette derniere perturbation n'est done pas due 
a la mobilite des points d'attache de la membrane. 

Mon Memoire se termine par des experiences destinees k verifier les 
lois du calcul. J*indique les precautions que j'ai prises pour revalua- 
tion des di verses donnees du calcul, et pour la mesure du nombre de 
vibrations. J*ai pu effectuer toutes mes determinations avec une pre- 
cision assez grander au moyen d'un sonometre construit par M. Konig, 
et mis a ma disposition par la liberalite de TAssociation Scientifique. 

Le calcul des racines de Tequation transcendante/ qui varie dans 
cbaque experience, est ce qu'il y a de plus penible dans ces recher- 
ches. J'ai fait usage de constructions grapbiques pour avoir une pre- 
miere approximation; la rfcgle de Newton pent servir ensuite a com- 
pleter la resolution. 

Le tableau resume de toutes mes experiences montre que Taccord 
avec la tbeorie est aussi satisfaisant que possible. 

Annales scientifiqucs de CEcole Kormale supericurc. Tome \W ^ 
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J^ r*^. — Mous^ment Dibratoire d'une corde formdc de deux 

parties diver ses de nature. 

I. Notations. Equations differentielles . — Soil AB [fig* i, Pi- 1) une 
corde tendue entre les deux points fixes A et B. Supposons (ju'elle soit 
form^e de deux parties AA' et A'B diflerentes, soit par la nature de la 
matifere, soit par le diam^tre seulemeut. Nous admettrons que le mou- 
vement oscillatoire s'execute dans le plan YAX, qui conlienl la posi- 
tion AB d*equilibre; cette droite AB est prise pour axe des oc, Le mou- 
vement le plus general pent etre regarde comme le rcsultat de la 
superposition de deux mouvements plans independants qui s'execute- 
raient dans les deux plans rectangulaires YAX, ZAX. II suffit done 
d'etudier Tun d'eux. 

Nommons : 

/ la longueur AA'; 

/' la longueur A'B; 

X la distance au point A d'un point quelconque de /; 

x' la distance au point A' d*un point quelconque de /'; 

k le poids de /; 

k le poids de/'; 

P le poids qui represente la tension de / a Tetat d'equilibre; 

P' le poids qui represente celle de /'; 

y le deplacement transversal d*un point de / dans le plan YAX; 

y' le deplacenoent transversal d'un point de /'. 

Posons 
(.) ^' = ~f-'' '^'=^' fi^ = 9>8o88; 

les equations differentielles du mouvement vibratoire seront, comme 
on sait (*), 



(*) M^moire de Poisson, Journal de i*/Scoie Pofyterhnir/ne, I. XI, p. 446. — Theoric clt 
/^e/asticiie, de Lam6, a* ^it., p. 102. 
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la premiere des equations (a) se rapporte a la premiere partie / de la 
corde, la seconde k I'autre partie /'. 

Nous admettrons avec Poisson qu'au point de jonction A' les deux 
courbes formees par les cordes AA\ A'B ont la mSme tangente a toute 
epoque du mouvement. 

Poisson suppose P = P'. II en serait ainsi dans le cas oil les cordes 
seraient parfaitement flexibles; mais on sait, par les experiences du 
colonel Savart (*), que les cordes vibrantes ont toujours une rigidile 
propre independamment de celle que donne le poids tenseur, et M. Du- 
hamel a dcmontre que pour retablir I'accord entre I'experiencc et la 
Iheorie, il sufHt de supposer le poids tenseur augmente d'un poids 
representant cette rigidite propre. On doit done regarder comme gene- 
ralement inegales les tensions P et F des deux cordes. 

II s*agit maintenant d'integrer les equations (2) en tenant compte 
des conditions aux limites A, A', B et des conditions initiales. 

2. Conditions aux limites. — Faisons usage du signe de substitution 
introduit par Sarrus et posons avec lui 



{'^) 



j F(x) = F{a), j F(x) = F(^)~F(a), 



les conditions aux limites seront donnees par le tableau suivant : 



(*) Annnk's dv Chimir et de Pimiqae, 3* s^rie, t. VI. 
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I Quel que soil / : 



J- o 



Au point A.. . . 



(4) 






/ 



^dy 



Au point A'. . . ( / -^ =" I 



dt 



Au point B. . 



l^dx_ l^'dr;^, 

I dx~^ \ dx" 

f dr' _ ^ 



Ces conditions expriment rimmobilite des extreniites et le raccorde- 
nicnt des deux parties de la corde au point de jonction A'. 

3. Conditions initiales. — Nous admettrons qu'a I'origine du temps la 
corde ecartee de sa position d'^quilibre a regu une forme quelconque, 
et que chacun des points a ete lance dans le plan YAX de la courbe 
avec une vitesse arbitraire. Les conditions initiales seront done donnees 
par le tableau suivant: 



(5) 



pour / — o, 
dr dr' ^ 



F, /, F,, /i designent des fonctions arbiiraires satisfaisanl pourtant aux 
conditions aux limites (4)'- 



4. Solutions simples particuUeres . — Ne nous occupons pas d'abord 
des conditions initiales; nous pourrons satisfaire aux equations (a) 
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et (4) par des solutions parliculieres dc la forme 

( r — (AsinX/ -h hcos'kt)Uy 

(6) 

( ^'z=(AsinX/ 4- BcosX/)m', 

A, B, X etant des constantes; u et u' etant respectiveinent des fonc- 
tions de x eide ac^ satisfaisant au\ equations differentielles 

, , d^u X' d^u' X» , 

7 ) "7—; H ; W — O , -7-7- H T- m' ~ O. 

De ces dernieres on deduit 

P. A^ ^-. i^X 

sin h Q cos — » 

a « 

(») 

X^' X^' 

u! rr: p'sin — r -^ Q'cos — r? 

P» Q. P'> Q' etant des constantes arbitraires. Si Ton veut maintenant 
satisfaire aux conditions aux limites, il faudra choisir P, Q, P\ Q', X 
de maniere k rendre identiques les relations 

P sin — n. y, 
a 

(9) { P X/ P' 

- cos — :==—>> 
a a a' 

P'sin —7- -»- Q' cos —7 — o. 
of a' 



Ces equations montrent que le nombre P reste arbitraire; nous le 

.' X/' 
prendrons egal a sin — p; nous aurons done 

X/' 
P -- sin — r? Q = o, 

a 

^, a' . X/' X/ ^, . X/ . X/' 
P =:: — Sin —7- cos — » Q'= sin — sin —7 » 
a rt a a a 

. II x/' , x/ . ir 

a sin — cos —r -h a cos — sin -^ -= o ; 
a a a a 
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la derniere de ces equations fait coonaiti'e la valeur de /, les autres de- 

terminent les valeurs correspoiidanles de P, Q, P, Q'. On voit done 

que les integrates particulieres satisfaisant aux conditions aux limites 

seronl en resume ; 

y .- (Asin}v/ -h BcosX/)//, 

r' ~- (AsinX/-4-Bcos>./)ii', 

. A/' . ^^ 
( ' o : \ u --- sm —7 sin 9 

a a 

. U . l{V-x') 

u — sin -— sin -^ ; y 

a a 

\ et B etanl des constantes arbitraires, el X une des racines eu nombre 
infini de Tequation transcendante 

,11 >./' , U . >./' 

( 1 1 ^ « sin — cos —r ■+- a COS — sin -r — o» 

an a a 

qu'on peut encore mettre sous la forme 

(i?) «lang h rt lang -T- == o. 

Les solutions particulieres (lo) coincident avec celles de Poisson, 
sauf une legere difference de notation. Elles correspondent a des mou- 
veinents vibratoires simples et possibles, resultant d'un etat initial fa- 
cile a trouver en y faisant t = o. Mais comme cet etat initial particu- 
lier serait impossible a realiscr dans la pratique, le mouvement observe 
est plus complexe que celui que les equations (lo) definissent. Nous 
aliens demontrer que le mouvement vibratoire le plus general peut 
etre regarde comme resultant de la superposition d'un nombre fini ou 
infioi de ces mouvements simples; il nous suffira jdonc ensuite d*etu- 
dier les proprietes des equations ( lo) pour connaitre toutes les lois phy- 
siques, perceptibles a Toreille, du mouvement vibratoire des cordes a 
deux parties heterogenes ebranlees d'une maniere quelconque. 

5. Integrate gSnerate. — Pour arriver rapidement a I'integrale gene- 
rale, nous etablirons un lemme preliminaire. 

Lemme. — Nommons a«, u\ les valeurs des fonciions u, u' pour une 



FORB1EE DE PLUSIEURS PARTIES DIVERSES DE NATURE. 4? 

racine X, (mtre que X de Viquation iranscendante (i i); on a identique- 
ment la relation 

— / UUidx -+--;;/ U'li\(lv'— O. 

En cfleU des equations (7), auxquellcs salisfont //, i/|, //\ ll^, nous 
iirons 



• . # 



t't en integrant 



de nieme 



de la 



/'/ du, dH\ /''/ ,//«', ,rfM'\ 



mais Ics conditions aux limites donnent 



don 



f 



/°/ du, du\ 

-- I f«/, rfjT H I it' n', dx' = O , l\ Q. F. D, 



Cela pose, je (lis qu'en designant par ^ la somme des tennes tels 
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que (lo) correspoadanls aux diverses racines en nombre infioi de 
Tequation (i i), Tintegrale generate satisfaisant aux conditions initiates 
arbitraires sera donnee par des equations de la forme 

X —2 (A sinX/ -h BcosX/)w, 

('3) { 

r'=^{^ sinX/ -I- B cos)./)«'. 

II suffit pour cela de demontrer que I'on pent eboisir les constantes A 
et B decharun des termes de la serie, de maniere a avoir les identites 

( y Bl/=:F(:r), V Bl/':::. F.(x' ). 

('4) ' ' . 

Or, multiplions respeclivement par udx^ u!dx' les deux* equations 
qui renferinent B; integrons et ajoutons, apres les avoir multipliees 

respectivement par — j — ? nous aurons, en separant les divers termes 
du premier membre. 



= 1 J HY{x)dx + ^ r u'}tAxf)dx'. 



Mais, en vertu du lemnie demontr^, tous les termes du premier mem 
hrc autres que le premier sont identiquement nuls; done 



(i5) B 



^^^ uV[x)dx + ^^ f u'F,{x')dx' 



on (rouverait de meme 



-/ „f(x)dx+- / u'f.[x']dx' 

(.6) AX = ^-" , -^''-f. 

-■ f u*dx 4- 4; / "''d^' 
a' Jo "'Jo 
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Les formules (i5) et (i6) determiDent sans impossibilite, au nioycn 
des conditions iniliales, les divers coefficients de chacun des terines 
des series (r3) relatif a chacune des racines X. Done le mouvement le 
plus general resulte bien de la superposition d*une infinite de mouve- 
inents simples defmis chacun par les equations (lo), et conime notre 
organe d*audition decompose instinctivement le mouvement general 
en d*autres plus simples ne donnant lieu qu'a un son, on voit qu*au 
point de vue de I'acoustique physique les integrales particulieres (lo) 
sont seules interessantes. II etait neanmoins necessaire d'etudier Tin- 
tegrale complete, afin d'etre assure que les mouvements representes 
par (lo) sont les seuls qui composent le mouvement general. 

Nous pourrions effectuer les quadratures des denominateurs dans 
les formules (i5) et (i6), nous verrions alors en quoi consiste Terreur 
de celles de Poisson. On remarquera d'ailleurs combien notre analyse 
est plus simple que celle de Tillustre geometre, grace au lemme preli- 
minaire que nous avons demontre ci-dessus. 

6. Propridtes gdnerales des mous^ements simples, — En nous reportant 
aux equations (to) nous voyons que tout mouvement simple est perio- 
dique. Le temps d*une periode complete est donne par 

par consequent le son correspondant a ce mouvement, ou le nombre 
de vibrations doubles executees par seconde, sera 

(17) Jl>= — ^) 

Ainsi, a chaque X correspond un ^tat vibratoire simple qui pourrait 
exister seul, qui existe dans le mouvement general et qui donne lieu a 
un son unique proportionnel a ce nombre X. Nous employons ici le mot 
son comme synonyme de nombre de vibrations. 

Les constaiites A et B sont dependantes de Tetat initial; il est facile 
d'en trouver la signification. Dans un plan perpendiculaire a la corde 
au point M (y%.^» Pl> I) trafjons deux droites rectangulaires MH, MK. 
Sur Tune portons MB = B.a, sur Tautre MA = A^u. La diagoniile MC 

Annates scientifiques de I'Ecole Nor male super ieure. Tome IV, ^ 
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du rectangle sera 

MC L-i/vA'^^B'- 
Soit / le temps compte a partir du commenoemenl d'une vibralioii, 
X/ est UD certain angle qui varie de o a 27: dans le temps d*une vibra- 
tion complete; soitMG une ligne telle, que GMH soit egal a X/; il est 
facile de voir que la projection MD de MC est egale a la somme des 
projections de MA et MB, done 

MD 1- Ai/sin/./ -f- Bucos)./ -- y\ 

Ainsi MD represente Tecartement de la molecule M relalivement a sa 
position d'equilibre. De la resulte que cet ecartement a pour valeur 

limite MC = u\A^ -^ B*. Done les constantes A ot B reglent Vampli- 
tude du mouvement vibraloire, el par consequent Vintemite du son 
correspondant. 

Le nombre X, qui donne la hduteurAxx son (17 j, est racine de Tequa- 
tion transcendante (11). On peut la transformer en une autre plus 
commode pour les applications. On sait, par la tlieorie des cordes sim- 
ples, qu*en nommant n le nombre des vibrations completes excVutees 
par une corde de longueur / entre deux points fixes, on a 

a 

" -■-'- Tr 

done, en designant par n et n' les sons fondamentaux des deux parlies 
de la corde en question, on a 

(18) rt : 2/1/, rt'---2n'/', , 
et Tequation transcendante (1 1) devient 

(19) w/sin — cos — , -h n'/'cos — ■ sin — ; r.- o 

•in 2/1' iH 7.n' 

ou 

(19 &w) /i/ianff hii'/'iang — ; - o. • 

o.n in 

I/equation (19) montre que U son de la corde tolcUe ne depend ijiie 
des longueurs des paMies et des sons quelles rendent chacune. 
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De plus, on voil qu'en general les valeurs de X seront incommensu- 
rables entre elles et avec les nombres n et n'; done les dwers harmo- 
niques ou sons possibles d'une cordeformie de deux parties de natures dif* 
ferentes ne sonl plus les termes de la serie i , a, i, . . ., comme ceux d'une 
corde simple. 
. Pour resoudre faeilement Tequation (19) on pent poser 

(20) := XI 

Tifl 

elle devient 

n*l' nx 

(21) tango: -h-^ ^^"S 7i~^ =^' 

on trouve une premiere approximation des diverses valeurs de x en 
construisant les deux courbes 

j=iangj?, 

(^2) { n'V nx 

On peutensuile par divers moyens pousser plus loin Tapproximation^ si 
on le juge necessaire. Quand x est trouve, on en d^duit 

23 ;k;> = — = — • 

C'est par cette melhode que j*ai calcule les divers nombres men* 
tionnes dans les experienees qui se trouvent a la fin du Memoire. 
On a les noeuds relatifs a un mouvement simple en posant 

. \V . \x 
M = sm — 7 sm — = o , 
a' a 



«' = sm — sm -^ — -. — - = o 
a a 



d'oii Ton tire faeilement 



. n . 



V — x' — f' ~ /' 
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I, i' designent des nombres entiers et positifs qui peuvent etre nuls; 
^ le SOD considere corrcspondant au X choisi. La premiere des equa- 
tions (2/1) donne la distance des noeudsde la premiere cordeau point A, 
la seconde fait connaitre la distance des noeuds do Tautre partie au 
point B. Comme on doit avoir 

x</, r-x'<l\ 

le nombre des noeuds est limite pour chaque valeur de X ou de x. On 
voit aussi que les ncBuds sont equidistanls sur chacune des cordes; mats 
que la distance de deux ncBuds sur Vune nest pas la mime que sur 
r autre. 

7. Cas particulier d'une corde simple. — Nous pouvons supposer que 
le point A' separe les deux parlies d'une corde homogene, et nous de- 
vons, dans cette hypothese, retrouver, comme verification de nos cal- 
culs, les formules connues de ce cas simple. 

Si les deux parties / et /' sont identiques de nature, on a a = a', et 
Fequalion transcendante (11) donne 

. X(/+/') 

sin -^ — o, 

a 

d'oii, en designant par L la longueur totale, 

XL 

le nombre 1 ctant Fun des termes de la serie 1, 2, .3. . . . Les diverse^ 
valeurs de X sont dans ce cas 



^ ar. ai: ai: 



et les divers sons de la corde 



(20) JVa =: ^^^ 2 — T-, i — r- , • . . C. O. F. T. 

21^ a L 2 L 
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Remarquons en passant que ce resultat suppose seulement a = a\ 



ou 



(26) 



U 5 



k A 



il subsislerail done dans le eas oil pour deux parties de natures dilFe- 
rentes cette relation serait satisfaite, ce qui ne pr^sente aucune im- 
possibilite. 

8. Cos parliculier ou les deux parties rendraient le mime son. — II 
faut supposer dans Tequation (19) n = n\ Elle devient 

.11 
( 2*7 ) sin — cos — =0, 

d'oii 

— =z I - el y^ = I -9 

2/1 2 2 

I etant Pun des termes de la serie i, 2, 3. . . . Done les divers sons pos- 
sibles de la corde sont 

( 28 ) X = - » 2 - » 3 - 1 • • • ; 

222 

done le son fondamentcU de la corde lotale est a ioclave grave de chacune 
des parties. 

Pour une corde homogene on sait qu'elle est a Toctave grave de sa 
moitie. Cette loi est evidemment comprise dans la precedente conime 
cas particulier. 

9. Cas oil rune des parties est tris-petite. — Supposons /' tres-pelit, 
et, pour fixer les idees, admettons que / -i- /'= L &oit constant a rae- 
sure que nous ferons tendre /' vers zero. Les produits nl, n'l resteront 
constants en vertu des equations (18), le nombre n tendra vers la 

limite-T et le nombre n* croitra indefiniment. Done les valeurs de x 
2L 

fournies par Tequation 

n'/' nx 

(29) iang:r -h -j^ lang ^ =r o 
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teiidront vers les racines de Tequation 
(3o) langx — o. 

On se rapprochera done indetiniment du cas oil une corde unique est 
tendue entre deux point fixes A et B. Quand /' est Ires-petit sans etre 
nuK on voit, en construisant les deux courbes 

n! V nx 

comment sont modifiees les racines de I'equation (3o). 

La courbe dont le trait est plein {fig* 3, PL I) represente Tequa- 
tion y = tango?. La seconde a pour tangente a Torigine OT, dont 
Tequalion est 

f - _-'' 

et a la limite cette quantite-r est nulle. D'un autre cote, Tordonnee y 
de la seconde courbe devient infinie pour 

X = 9 

n 2 

quantite qui a pour limile oo . Done la seconde courbe on, donnee par 
Tequation 

/i7' nx 

r — r tang —r ? 

nl ° n 

se eonfond longtemps avec sa tangente OT, et s'abaisse peu au-dessous 
de cette ligne pour les premieres valeurs de x; done les racines de 
Tequation transeendante sont 

OKi =: TT — di, 0Kj=^27: — 3j, 0Ksr~3Tr — 3,,..., 

^i« c^3« ^sf • • etant de petites quantites. Done les sons rendus par une 
corde dont une des extremites n'est pas immobile soot 



Xz=N — e,, 2N — e,, 3N 



f . , , f 
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N elant le son fondameatal quand les deux extremites sopt fixes, 
et £,, £2, £3, . . . de petites quantites. 
Rernarquons maintenant que 

(5, > aS, , ^3> 3d, , . . . , 
que par suite 

II taut en eonclure que les harmoniques successifs sonl nioins dislanfs 
qu'ils ne le seraient si les deux extremites etaient absoiument fixes. 

L*anoma1ie qui resulterait pour une corde de la mobiiite des extre- 
mites serait done en sens contraire de celle que Tobservation a fait 
connaitre pour les membranes. Je pense done que la mobiiite des points 
d'attache de la membrane ne peut pas en donner la raison. 



^11. — Mouvement vibratoire d'une corde for mee de trois 

parties dwerses de nature, 

10. Equations differentielles . — Nous conserverons les notations pre- 
cedentes et nous marquerons de deux accents les quantites qui se 
rapportent a la Iroisieme corde. Les longueurs x, x\ x" seront comp- 
tees respectivement a partir des points A, A', A" [fig' /|» PL I). Les 
deux points A et B sont les extremites fixes. Les longueurs des parlies 
seront/, /', /", leurs sons fondamentaux seront /i, n', /i". 

Les equations differentielles a integrer sont 

dans lesquelles 

(33) ^''=ir' ""'^^ h'~' ^""~^^^' 

il faut joindre a ces equations les conditions aux limites et les condi- 
tions initiales. 
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11. Conditions aux limites. — Ces conditions expriment que les 
exlremites A et B sont fixes, et qu'aux points de jonction A' et A" les 
courbes des fils se raccordent a toute epoque. On pent les resumer 
dans ie tableau suivant. 

Quel que soil / : 



Au point A.. . . 



Au point A' 



(34i 



Au point A*'. . 



Au point B. 



dr 

dt 



= o: 



dt ~ I dt' 
dx~\ dx" 

y - ty, 

' dy_ l" dy' 
dt-f dt' 

' dy _ Pdr" 



dx" 






dx 



" 1 



y'' = o 



dt 



::= O. 



12. Conditions initiates, —Nous supposerons qu'a Torigine la corde 
a reQU un ecartementquelconque, et que chaeun des points a re^u dans 
le plan YABX, qui contenait la corde» une vitessearbitraire. Les condi- 
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tioDS initiales sont done 



4 



pour / :=i: o : 

(35) I r = F{*). r' = F.(*'). r" = ?.(*"). 

^=/(x). ^=y;(x'). '-1^ = /,(-'). 



^ • /» Fo /m Fa* /a designant des fonctioDS parfaitement arbitraires, 
mais satisfaisant pourtant aux conditions aux limites. 

13. Intdgrales simples pcurticuUeres. — On pent satisfaire aux equa- 
tions differentielles (3'i) par des solutions de la forme 

Iy =r (AsinX/ -+- BcosX/)£/, 
f =:(AsinX/4-BcosX0«'» 
j"rzr(AsinX/4-BcosX/)M", 

u, u\ u" etant des fonctions satisfaisant aux equations differentielles 



-4- — 



— «i =o, 



rf'M' 7} 



(^7) TTw; ^-:;r.«'-^o, 



«" 



c/»tt" X 



a 



7-^3^""-o 



et, par consequent, etant denudes par les formules suivantes : 

sin — 4- Q cos — > 

(38) { i/'=Fsin^'^Q'cos^\ 

flr a 

u" = P" sin ^ -h Q-'cos ^ • 

Les quanliles A, B, X, P, Q, P', Q', P", Q" sont encore des constantes 
arbitraires. 

Laissons de c6te les conditions initiales (35) et cherchons a deter- 
miner ces constantes de manifere a satisfaire aux conditions aux limites. 

Annaies scientifiqtues de tAcoU Normale supirieure, Tom« IV. 8 
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II est facile de voir qu'eiles doivent verifier les egalites du tableau 
siiivant : 

P quant, arbilraire, 



(39) 



P sin ^' - Q', 




P 11 P' 

— cos — -■- — T' 

a a a 




P' sin ' -\- Q'cos , 
a' a' 


y". 


P' X/' 0' . 11' 


P' 



-y COS — ; Sin — J- = 



a 
P" sin 



a 



a 



a 



n 



u 



^ 4- Q''cos-^ = o; 



\l" 



de la nous tirons, en choisissant pour P la quantite sin —j, el apres 
quelques reductions faciles, 

— sin —jry 

a 

Q -o, 

P' — — Sm —;r CQS — -, 

a a" a 



(4o) 



0' = sin —jp sin — i 



\ 



a 



a 



\u 



a 



tf 



II 



ir . ir a" . x/ . w . x/" 



— cos — cos —7^ Sin —^^ J sin — sin -7- sm 



a 



a 



a 



— sin — cos — r COS 



a 



a 



a 



a' 



a' 



a 



a 



a 



// 



U . W 



ir 



COS — Sin —7 COS 



a 



a 



a 



a 



II 



Q'-- 



. x/ x/' . x/" a' II . xr . X/" 

sm — cos -7- sin —=■ -\ — cos— sm —7 sin —^r- 
a a a a a a a' 



Le nombre X est donne par Tequation transcendante 



(4') 



. X/ X/' \r , \l . X/' X/" 

O r:^ fl sin — cos —7 COS — ^ "h A COS — Sin —7 COS — ;=- 

a a' a" a a! or 



li ir 



ir 



an 



II 



-+- or cofy — COS —7 sin — ^ 7 sin — sin 



X/ . X/' . X/" 



a 



a 



a 



(X 



a 



a 



sin 



a 



n 
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Oil bien 

ji r>/s) o .— liuig h rt'lang—j- -}-a' lang— ^ 7- lang— lang— 7- lang— 7, • 

a ^ a ^ a a a a ^ a 

Si inaiulenant nousporlons, dans les equations (38), les valeurs dcs 

constantes P, Q, P', Q' donn^es par les equations (4o), nous ob- 

liondrons, apres quelques reductions faciles, 

u r Sin — V sin — » 
a a 

] , . Xr fa' li . Xx' . II lx'\ 
(I'i) \ ir : sin —^ ( — cos - - sin — y 4- sin — cos — ,- ) 9 

J (r \a a a a a j 



„ i . II ir a' It . x/'\ . Mi"- 

u : Sin — ros —r -\ cos — - sin — r I sin - 

\ fi a' a a a J u 



Jc") 



Les formules (42) unies aux formules (36) donnent des integrales 
particulieres satisfaisant a toutes les conditions aux fimites. Chaquc 
valeur de ). tiree de Tequation (4i) fera connaitre un systeme (36), 
(42), d'inlegrales particulieres, et les constantes A et B reslent encore 
arbilraires pour cbacun de ces mouvemenls simples. 

14. Integrate generate. — AJoutons un nombre indefini de solutions 
simples, correspondant chacune a una valeur X diiTerente, nous aurons 
encore une solution des equations differentielles (32), sous la forme 

X ~ ^(Asin>>/ -4-Bcos>>/)//, 

(43) |r' :2(^^*"^'"*"^^^^^'^"'' 

y " -..r. 2) (A sinX/ -f- Bcos//)m". 

Nous allons demonlrer qu'on pent choisir les constantes A, B, A,, 
B,, A2, B2, . . . des divers termes, de maniere a satisfaire k Tetat inilial 
arbitrairement donne, c'est-a-dire de faQon a avoir identiquement 

2B// -. F(^), ^k\u r=f{x); 
(44) ]2B«'. F.(^), ^Xlu'.^f,lx'); 

8. 
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En efTet, multiplions respeclivemenl les Irois equations en B par 

^arfx, ^,wVx', -^.u'Hx^, 

inlegrons respeclivemenl de o a A de o a /', de o a /", el ajoutons 
rnembre a membre, nous aurons 

Mais, en raisonnant comme au § V, nous demontrerions que, si f/,, 
u\ , u\ designenl les valeurs des fonclions li, li", ii^» quand X se change 
en line autre racine X,, on a identiquement 

o= — I uutdx -^ ■■^. I u'u'.dx' -4- -jr. I u'*i^,dx^, 
«Vo «^Vo ^ Jo 

done 

-/ uY(x)dx^—\ u'V,(x')dx'-^-prl u' ?,(x'')dx'' 
(45) B=^-^^- -^^ •'^ 



iX'''^^'"iX'""^^"^^X'"''^^'' 



et de meme 



;i r tt/(x)rfr + ^C u;f,(x')dx- + -i-, r u'J\(X«)d. 

(46) A)= -•'-^ ^^ -^^—.T ^^ 



Les equations (45) et ^^6) font connaitre sans impossibilite les coefli- 
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cienis de chacun des termes des series (^3) qui donnent Tintegrale 
generale. On conclut de la que le mouvement le plus general, qui re- 
sulte d'un etat initial quelconque, peut etre regarde comme la super- 
position, d'un nombre fini ou infini de mouvements simples de la 
forme (36), correspondants h des amplitudes diverses que Tetat initial 
fail connaitre au moyen des formules (45) et (46). On voit en meme 
temps que Tetat initial arbitrairement donne peut etre regarde comme 
resultant de la superposition des etats initiaux qui correspondent a 
chacun des mouvements simples (36). 

15. Propridtes gendrcdes des mouvements simples. — Le mouvenient 
defini par les equations (36) est periodique, et le son auquel il corres- 
pond est 

(47) ^=^- 

Les divers harmoniques d'une corde a trois parlies sont done propor- 
lionnels a X, et par suite en general incommensurables. 

Les valeurs de X s'obtiennent en resolvant Tequation (40» M"'» ^" 
posant 

rt = an/, a' = 2/1'/', a"=9tn"r, 
devient 

o — /i/iang — -+- n'V lang — -, 4- n"V' lang — ;; 
^^^^ i nn' //' X X X 

Celte equation montre que les divers sons de la corde totale ne de- 
pendent que des longueurs et des sons des parties; mais la loi de de- 
pendance est si complexe, que jamais Texperience ne pourrait a elle 
seule la decouvrir. 

Pour avoir les noeuds de vibration, on egalera a zero les seconds 
membres des equations (4^), et Ton trouvera 

sm — = 0, d ou X=zlr=l; 

(49) {lang-^ = -^lang-, d ou x' = --/' + . 3^ /'; 

sin yjllZ^} = o , d'OU I'-X" =:^ i" '^ l". 

a it 
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Dans ces formules, i, i', i" designent Tun des nombres entiers o, i, 

2 el a le plus petit arc, dont la tangente est — ~rp tang -^• 

On Yoit done que les ooeuds sont equidistants sur chacune des cordes, 
niais que la distance de deux noeuds sur Tune n*est pas la meme que 
sur Tautre. Le nombre de ces noeuds se liniite de lui-meme pour cbaquo 
valeur de :k,, car on a toujours 

16. Cas particulier oil les trois parties rendraient le m(me son, — Fai- 
sons dans Fequation transcendante [/(i) ou (48) 



elle donnera 



il'oij Ton tire 



(5o) 



nn' n\ 



sin — cos' -,- sin-^ — - o, 



\ Sm ::= O, 

\ in 

(lang- ity/-^. 



La pFemiere de ces equations donne la serie des sons 

que chacune des parties ferait entendre seule; il est clair en effet que 
ces divers sons foot partie de la serie des harinoniques de la corde 
toiale. Si maintenant nous designons par a le plus petit des arcs posi- 
tifs ayant pour tangente 



v/^ 



nous deduirons de la seconde des equations (5o) deux nouvelles series 
d'harmoniques 

(xn an an an ^ 

X-> r - 5 h /I , -f '2 /I , h 3 /I, . . . , 

r 7: t: t: 

/ (r — a)/i (T:-'a')n f'^" ^)''_lo„ 

I ,K' — 1 — - ■}- /I, -• -»- 2/1,... 

en progression arithmetique. 
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Diuis le cas plus particulier oil Ton aurait en rnome temps 

(5l) /'L=r//", 

c'esl-a-(lirc oil la droite L serait divisee hamwniquement par les points 
de separation A' et A", on devrait poser 

par suite les deux series deviennent 

• n 5/1 ()w 

4 4 4 

3/1 7/1 1 1 /I 

-7-> -7-> —7- 1« • • J 

4 4 4 
et constituent la serie unique 

, ^ . ^^ n 3n 5n nn 

4 4 4 4 

dont les divers ternies sont entre eux comine les nonibres impairs. 
Ainsi, dans cc cas tres-particulier, le son fondamental de la corde a trots 
parties est a la double octave grai'e du son rendu par chacune des parties. 
On peut facilement s'arranger de maniere a faire rendre le meme son 
aux trois parlies d'une corde; mais il semble assez difficile de satis- 
faire en meme temps a la relation (5i). Par consequent il est difficile 
de verifier la loi precedente par experience. 

17. Cas particulier oil a = a' = a". — Dans ce cas, qui comprend 
celui oil A' et A" designeraient les points geomelriques de division 
d'une corde homogene, Tequation transcendante (40 donne 

. XL 

sm — z=z o, 
a 



d'oii 

XL . ^ .Tza 

a 



ITT, A-^i -j-, 
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les harmoniques de la corde totale sont doDC 

Ob rr^ — r- » 2 —7 J 3 — r • C. Q. F. T. 

2L iL 2L 

18. Ckis particulier ou les parties extrimes sont tres-petites . — Dans ce 
cas les nombres n et n" sont tres-grands; posons 

'). _ 
requation transcendante (40 deviendra 

a n' o a" n'© aa** n' o n' o 

« = -/ tang — H- lang9 4- ^ lang -^ - -^ lang -^^ langv lang -^ • 

Le dernier terme est du second ordre de petitesse; le premier et le troi- 
sienie ferment ensemble une quantite tres-petile positive, done cette 
equation est de la forme 

tang9 -4- w = o; 

ot) tendant vers zero quand les parties extremes de la eorde totale ten- 
dent vers zero, cette quantite n'est pas constante et augmente avec 9. 
Si elle etait constante, les divers harmoniques seraient 

^ , an' , an' _ , an' 
2((»=:n J 2/1 » 3/1 >•• • 

7: TT r 

En realite on a 

,% =:= /l' — 61 . 2/1' — 6j, 3n' — £a,..., 

les quantites £,, £3, £3* • . . etant croissantes et telles que 

de sorle que la perturbation apport^e par la mobilile des points d*at- 
tache consistedansle rapprochement de deux harmoniques de la corde. 
Cette perturbation est en sens inverse de celle que j'ai fait connaitre 
dans le mouvement vibratoire des membranes. 



Aniiales snotitillqu.-K dr I'Kc.l.- NormaJ.- .sui>e 
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les liarmoniques de la corde totale sont doDC 



rt a a 

1 rr- — - , 2 — -r J O —r * C. Q. F. T. 

2L lL 2L 



18. Cos particulier ou les parties extrimes sont tres-petites . -- Dans ce 
cas les nombres n et n" sont tres-grands; posons 



'I 

— = 9» 



2n 



Tequation transcendanle (40 deviendra 

a n' o a" n'© aa'^ n' o n' o 

« == -/ tang — -4- lang9 4- ^ lang ^ - -^ lang -^ lang9 lang -^ • 

Le dernier terme est du second ordre de petitesse; le premier et le troi- 
sieme ferment ensemble une quantite tres-petite positive, done cette 
equation est de la forme 

tang9 -homo; 

ot) tendant vers z^ro quand les parties extremes de la corde totale ten- 
dent vers zero, cette quantite n'est pas constante et augmente avec 9. 
Si elle etait constante, les divers harmoniquesseraient 

_ , an' , an' , an' 
Sf(»=zn 5 2/1 » 3n ,-. • 

r TT r 

En realite on a 

,% = n' — 61 , 2 n' — 6j, 3n' — £3 , . . , 

les quantites £,, £2* £3* • • • etant croissantes et telles que 

£j J^ 2 6| , 6 J ^> <5£| , . . - , 

de sorte que la perturbation apportee par la mobilite des points d*at- 
tache consistedansle rapprochement de deux harmoniques de la corde. 
Cette perturbation est en sens inverse de celle que j'ai fait connaitre 
dans le mouvement vibratoire des membranes. 
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les harmoniques de la corde totale sont doDC 



-^ fl a ^ a 

JC-< TT- — - 9 2 — - J O — r • C. Q. F. T, 

2L iL 2L 



18. Ctw particuUer ou les parties extrimes sont tres-petites . — Dans ce 
cas les nombres n et n" sont Ires-grands; posons 






2/1 



Tequation transcendanle (4i) deviendra 

a n' o a" n'cp era" n' o n' g 

o =: -. lang — -f lang9 h- ^ tang -^ - -^ lang ^ langg lang -^ • 

Le dernier terme est du second ordre de petitesse; le premier et le troi- 
sieme ferment ensemble une quantite tres-petite positive, done cette 
equation est de la forme 

tang 9 -f- w = o; 

CO tendant vers zero quand les parties extremes de la corde totale ten- 
dent vers zero, cette quantite n'est pas constante et augmente avec 9. 
Si elle etait constante, les divers harmoniques seraient 



an* , an' « . an' 



Sf^=zn' 7 an' , 3n' — 



) • • 



7: TT r 

En realite on a 

,%~n'— €,. 2/1' — Ej, 3/l' — £:,,... , 

* 
les quantites £«, £2< £3* • • • etant croissantes et telles que 

de sorte que la perturbation apportee par la mobilite des points d*at- 
tache consiste dansle rapprochement de deux harmoniques de la corde. 
Cette perturbation est en sens inverse de celle que j'ai fait connaitre 
dans le mouvement vibratoire des membranes. 
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,^ III. — Mouvement vibratoire d'une corde formie d'un nombre 

rjuelconque de parties diver ses de nature. 

19. Mouvements simples. — Par une analyse entierement semblable k 
celie du paragraphe precedent, nous prouverions que le mouvement le 
plus general pent etre regarde comme le resultat de la superposition 
d'une infinite de mouvements simples, donnant chacun un son unique, 
et determines chacun par Tensemble des equations 



(53; 



r 


(A 


sinX/ 


-h BcosX/)ii, 


f 


(A 


sinX/ 


-f- BcosX/)a', 


r" 


(A 


sinX/ 


-f-BcosX/)M", 


r 

• • 


-(A 


sinXr 


-hBcosX /)«•', 



en meme nombre que les parties de la corde. Les fonctions u^ u\. . . 
sont determinees par les equations differentielles du second ordre que 
voici : 

-+. u =0, 



(54) 



dx' 

d' u' X> , 



dx 
d^u" 



dx"'^ ' or 



a 



d'u' 



7-^v^," =^' 



dx^^ oT 



Par consequent 



(55) 



u = 



!«' = 



14" = 



14 — 



P sin — 
a 

PI *^ '^^ 
'sm—r- 

a 
''sm— TT 



\x'" 

P^sin^ 



Q cos — » * 
a 

Qi '^^ 
cos~-? 

Q" cos —^ 7 

a 



Annalci scientifiques de l'£cole Normale sup^rieure. Tome IV. 
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Les constantes P, Q, P', Q', . . . et X se Irouvent au moyen des conditions 
aiix limites, comme nous Tavons vu precedemment. Cette dctermina— 
tion n'offrant aucune difficulte nouvelle» nous en supprimons Ic detail. 
La parlie la plus importante c*est I'equation transcendante en X qui 
fait connaitre les divers sons de la eorde totale. Nous allons apprendre 
a la former. 

Pour 6viter des Ventures trop longues, il est bon d'employer le sys- 
teme des notations abreg^es que voici : 

S.Ac ,,-, Ac -_, A c 

— sin~> C=cos— » T ---lang — » 
a a ^ a 

S'=:sin — » C' = cos-rJ r — lang-yi 
a! a a 



20. Equation transcendante qui donne les dii^ers harmoniques de la 
corde totale. ~ Cette Equation devient de plus en pfus compliqu^e a 
mesure que le nombre des parties de la corde augmente ; voici cepen- 
dant une regie tres-simple pour la former dans tous les cas. 

Posons 



<7, = T -h T' -♦- T" -^ . . . , somme des produils un a un, 

(5:) 



^^^ ; <7, — TT' -f- TT" -f- T'T" -f- . . . , somme des produils deux a deux, 



a, — TT'T''-h TT'T"' 4- . . , somme des produils Irois a irois. 



Nous savons que 



(58) 



III IV ir \ (7.-(73-4-<7s-. . 

tang — »-*-— r -+--r h-...|= 



Pour ecrire Tequation transcendante qui fait connaitre X : 
i^ On prend le numerateur de la fraction (58) 

ffi ^n -f- ^4 .... 

2^ On multiplie chacun des termes de c, par la lettre a affectee de 
Taccent qui correspond a ce terme. 
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• • 



3^ On inultiplie chacun des termes de c, par — ^, Taccent i corres- 

pondanla la premiere langente, Taccenty a la troisieme, Taccenl p a 
la seconde, ces tangentes elant rangees par ordre d'accentuation. 

4® On multiplie chacun des termes de a^ par —j-f^ '^^ accents i^j\ k 

correspondanl respectivement a la premiere, a la troisieme, a la cin- 
quieme tangente, les accents /? et q correspondant a la seconde et a la 
qualrieme. La loi est evidente, et on la continue pour (7,, o^, 

S'' On 6gaie a zero le numerateur de la fraction (58) ainsi moditic, 
et on a Tequation transcendante demandee. 



EXEMPLES. 

I** Cas de deux parties. — Le numerateur de la fraction (58) sc re- 
duit a 

(7. = T -^ r. 

Modifions-le suivant la regie indiquee, et nous trouvons Tequation 
transcendante du § I" : 

2" Cas de trois parties, — Le numerateur de la fraction (58) dcvient 

(T, - (7, =ir T -f- r -^ T''- TT'T". 

Modifions-le suivant la regie, et nous retrouvons Tequation transcen- 
dante du § II de notre Memoire 

aT -h a!T -f- a'T"- ^ TT"r = o. 

a 

3" Cos de quatre parties. — Le numerateur de la fraction (58) de- 
vient 

T _4_ T' _i_ T''^ -4- T*" T' T^ T*' TT" T*' TT' T*" TT' T" 

En Ic modifiant suivant la regie ci-dessus, nous obtenons Tequatiou 

9- 
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transcendanteen X 



I aT -f- «'T' -h a^T" -f- a'^r - ^ x'x"!"- %- TT"T 

(59) 



a"' a'' 



a' a' 



4*^ Ctw decinq parties. — Le numerateur de la fraction (58) devient 
ff, _ ^3 ^ 0^, :zr T -4- T -h T'' -f- T'" 4- T*' - T'T'^T*' - TT''T*' 

Modifions-Ie suivant la regie ci-dessus, et nous aurons pour Teciuation 
transeendanle en X 

a' 



(6o) 



a" •a' a' a! 



yy f'^ 'j"j'*'T" f/f/i^'pif 



a" - • - a'' a" 



et Ton continuerait de meme. 

On voit, par la complication des equations (jq) et (6o), que les cal- 
culs numeriques relatifs aux cas de plus de trois parties sont, sinon 
impossibles, du moins rebutants par leur longueur. Mais au point de 
vue physique il suffit de constater I'accord enlre Texperience et la 
tbeorie pour les cas les plus simples. 

La demonstration de la gcneralite de notre regie est facile; on en 
irouve d'ailleu'rs une verification en ceci que Ton doit avoir 



lang -^ 



a 



III iv ir \ 

= lang — I 1 h . . . 1 — o, 

\a a a J 



i|uand on suppose 



ff 



a =■ a =^ a , . . • , 



hypothese qui comprend le cas oil /, /', /",... ne sont plus que les di- 
verses parties d'une corde homogene. 
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^ IV. — P^erification experimentale. 

21. La theorie de relasticite n'est pas encore arrivee a relat de la 
mecanique celeste; ses equations fondamentales ne reposent pas sur 
un principe unique verifie par de si nombreuses observations, qu*il n'y 
ait plus a douter de son exactitude absolue. Dans chacun des problemes 
qu'elle traite il s'introduit non-seulemcnt les hypotheses fondamen- 
tales qui conduisent aux equations differentielles des phenomenes etu- 
dies, inais encore des conditions aux limites simples et ideales dont le 
physicien pout approcher, mais qu'il ne pent jamais completement 
realiser; enfin le calculatcur fait abstraction des forces perturbatrices 
qu'il croit petites, et qui compliqueraieut ses equations. II y a done tou- 
jours un inleret tres-grand a comparer les resultats de la theorie avec 
ceux de Texperience; et c'est le seul moyen de justifier toutes les hypo- 
theses failes dans le cours de Tanalyse. Ainsi, en particulier, nous 
avons admis au debut de notre Memoire que les deux parties de la 
corde-ont une tangente commune au point de jonction pendant tout le 
mouvement; toute notre theorie est fondee sur cette hypothese : c'est 
la verification experimentale des lois trouvees qui en montrera la legi- 
timite. 

Mes etudes n'ont porte que sur des cordes formees de deux ou trois 
parties. Les calculs numeriques auxquels chaque experience entraine 
pour le cas de trois sont dejk tres-considerables, a cause de la compli- 
cation de I'equation transcendante a resoudre. 

22. Procedes d'experience. — II est necessaire de determiner avec 
precision ie nombre de vibrations d*une corde tendue et sa longueur; 
ce sont les seuls elements qui entrent dans le calcul, comme on le voit 
au §yi du Memoire. Grace aux liberalites de P Association Scientifique, 
j'ai pu faire usage d'un sonometre construit par M. Konig et dispose de 
faQon a fournir rapidement ces deux quantites. 

Ce sonometre porte, Tune a cote de Tautre, la corde d'experience 
formee de deux ou trois parties et une corde normale de comparaison 
dont je vais indiquer Tusage. A Tune des extremites de la table du so- 
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nometre se trouve fixe un diapason ctalon donnant Vui de 256 vibra- 
tions simples ou 128 vibrations doubles. 

On pent facilemcnt meltre la corde normale a I'unisson du diapason. 
On le fait a peu pres a Toreille au inoyen d*une vis a petit pas qui 
tend la corde lentement quand elle est presque arriv^e it raccord. 
Les battements qui se produisent indiquent par leur plus ou moins de 
frequence dans quel sens il faut tourner pour atteindre Taccord parfait. 
On reconnait qu'on y est arrive lorsque la corde se met en vibration 
spontanement aussitot que le diapason vibre lui-meme. Dans cet etat 
la corde fait 128 vibrations completes parsecondes^ etsa longueur est 
de J 000 millimetres. En la raccourcissant au moyen d'un curseur mobile 
on trouvera la longueur b a Punisson de Tune des parties de la corde 
en experience; une simple proportion donnera le nombre des vibra- 
tions n : 

n 1000 

7^8 ^ IT ' 

d'ou 

128000 

• 
On voit que ce procede exige que Ton mette a Taccord d*unisson 
deux cordes voisines. Les battements rendent cette operation facile; 
d'ailleurs on a toujours une verification en cherchant si le mouvement 
de Tune entraine le mouvement spontane de Tautre. 

Un moyen connu, tres-simple, m'a servi a trouver les divers har- 
moniques des cordes experimentees; j'entends par la les sons suc- 
cessifs qu*elle peut donncr au-dessus du son fondamental, en se divi- 
sant en un certain nombre de parties. Si Ton promene legerement 
Tarchet sur la corde en la touchant du doigt en divers points, on arrive 
a trouver par tatonnements les nceuds» et alors la corde vibre sons 
Tarchet sans difBculte, en donnant un des harmoniques. On trouve la 
position exacte des noeuds, soit au moyen de petits chevalets de fil 
l^ger qui s'arretent en ces points, soit au moyen de curseurs qui, places 
aux noeuds, divisent la corde experimenteeen parties donnant cbacune 
rharmonique qu'on vient de trouver. 

Pour avoir une corde composee de plusieurs parties heterogenes on 
peut employer plusieurs moyens: 1® relief par des noeuds des cordes 
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differentes; a° etirer et amincir a la filiere une partic d'un fil plus 
gros; 3** souder deux fils de mctaux differents et passer le tout a la 
filiere. Le premier procede, de beaucoup le plus commode, est un peu 
grossier; mais les perturbations que le noeud produit sont a peine sen- 
sibles, comme on le voit dans mes tableaux d'cxperience, et il est le 
seul qu'on puisse employer si Ton opere sur dcs cordes a boyau. 

23. iVo/a/io/i5. — J 'appellerai: 

/, /' les longueurs des diverses parties; 

L la longueur totale; 

n, ri les nombres de vibrations doubles des sons t'ondamenlaux 

des parties /, /' ; 
Xi, JL2 les nombres de vibrations doubles du son tbndaniental et 

des barmoniques de la corde totale : ces lettres x''\ .x^''^ affec- 
• tees des indices t et o, indiqueront les sons theoriques et les 

sons observes; 
z la distance au zero des divers noeuds; 
6, h' les longueurs de corde normale ^ Tunisson de /, /',...; 
B|, Bs les longueurs de corde normale a Tunisson de L et de ses 

barmoniques. 

Toutes les longueurs seront exprimees en millimetres. 

24. Tableau des resuUais donnis par r experience. 

Premiere experience, 

Les deux cordes liees par un noeud sont Tune d*acier /, Tautre a 

boyau /'. 

/ — 420 6 = 544 n — 235 Be) ^ 1 335 

/'=58o ^'=1:767 n'—\&^ Xe) = 96 

Equation transcendante k resoudre : 

tangjr + 0,91a tang 1,410 a:— o. 

Premiere racine : 

A fix 
JT = =r I 104, (I'oil " .)^('> = 06,8. 
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DeuxUme experience. 

Menies cordes. Tension differente. 

/ =420 b =535 n — 9i4« B'*^ -^ i3i2 
/' := 58o V = 753 n' = 1 70 Ol^c^ ^99,6 

Equation transcendante a resoudre : 

tangx -h 0,980 tang 1 ,4'oa: ^^^ o. 

Premiere racine : 

x;:=i,3o3, d'oii nX<'>=:99,7. 
Troisitme experience, 

Meines cordes. Tension difTerente. 

/ = 4^0 6=565 #1=227 B'"^ izz 1396 
/' = 58o 6' = 809 /i'=i58 ai,:«) = 9i,8 

Equation transcendante a resoudre : 

tangj? + 0,968 tangi,432j; = o. 

Premiere racine : 

07 = — = 1,288, d'oii — = X<o— q3,2. 
nn 71 ^ 

Quatriime experience, 

Menies cordes. Tension differente. 

/ = 420 i = 574 n = 223 Bc^) = i4i4 

/':=58o i' = 8i3,5 n'=i57 «n;,c=9o,6 

Equation transcendante a resoudre : 

langjTH- 0,979 tang 1, 4 16 X = 0. 
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Premifere racine : 

x= — = 1,^08, d'oii — = X('> = 0-2,2. 

Remarque. — Ges quatre experiences faites dans des conditions voi- 
sines sur deux parties bien differentes de cordes reunies par un noeud 
montrent un accord presque parfait avecla theorie. II fauten conclure 
que le mode grossier de liaison n*a pas d'influence sensible. 

CinquUme experience. 

La corde k boyau des experiences precedentes est raccourcie au 
moyen d'un curseur ]usqu*a ce qu'elle donne le meme son que la corde 
d'acier; alors 

/ = ^20 b = 565 n = 227 B^'J = 1 189 

/' = 4o8 0X0=112 

La corde lotale L doit donner, d'apres la iheorie, Toctave grave du 
son de chacune des parties, savoir 

XC') = ii3,5. 

J'ai multiplie les verifications de la loi d^roontree par cette expe- 
rience; j'ai toujours trouv^ un accord presque parfait avec la theorie. 
Cette verification, n'exigeant pas la resolution d'une equation transcen- 
dante, pent etre faite tres-facilement dans des conditions tres-diverses. 

SixUme experience. 

Les deux parties relives par un noeud sont Tune / d'acier, Tautre /' 
delaiton. 

Acier... / =44^ i=4'^ w =3ii 
Laiton . . /' = 555 b' = 906 n' = \^i 

Equation transcendante a resoudre : 

tangjr -h 0,567 tanga,aoj7 = o. 

Annalei scietitifiques de VEcole Normale superieure. Tome IV. lO 



74 MBMOIRE SUR LE MOtJVEMENT VIBRATOIRE D*IJNE CORDE 

Rrtcines succcssives et sonscorrespondants: 



Xi 

x^ 



0,904 

2,021 

2,982 
3,840 

4 1939 

5,9^7 






-89,5 



=: 200 



(0 






%y 



X' 



(0_ 



295 

38o 

489 
590 



1 noeud ; 

2 noeuds; 

3 noeuds; 

4 noBuds; 

5 noeuds. 



position theorique des noeuds: 



I nocud. 
Z =: 607 ,4 



2 noeuds. 

z, = 468 

Z7= 734 



3 noduds. 
«,=: 364 

z, — 587 
^s == 794 



4 nceuds. 

Z,=: 283 
Za~5l8,5 
^,= 679 
Z4 — 839,5 



L'expericnce a donne : 

01^^;^rm93 



3 nceud8. 

2,— 235 
Za=: 456 
Z3 — 592 

Z4 = 7^8 

Z,rrr864 



^^3"^ = 293 

^^^^ = 38o 



x\"^ == 487 

X^;^ = 59i 



Les noeuds sent sensiblement a leur place. Je Tai constate en mar- 
quant a Tencre les points theoriques, en y pla^ant de petits chevalets 
(le fil et en faisant vibrer k cote la corde normale, de maniere a rendre 
rbarmonique correspondant. Les chevalets restaient immobiles aux 
noeuds marques, et remuaient dans les positions intermediaires. 

Remarque I, — Les deux premiers sons rend us par la corde pa- 
raissent differer des sons theoriques plus que les autres; mais on pent 
attribuer cette divergence k des erreurs d'exp^rience. La determina- 
tion des sons graves par le procede que j'ai suivi presente toujours 
quelque incertitude. 

Remarque 11. — J'ai vu dans cette experience que le noeud qui reunit 
les deux parties apporte des perturbations notables quand la corde sur 
laquelle il se trouve est tres-petite. Dans le cas, par exemple, oil la 
corde presente 5 noeuds de vibration, si Ton place /* curseurs mobiles 
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aux poinis marques, les diverses parties de la corde doivent toutes 
rendre le meme son Xq. Or on observe que la portion assez courte qui 
cont'^pnt le point de jonction des deux parties vibre diffirilement et 
rend un son un peu plus bas. 

Septitme experience. 

La corde est en laiton, d'une seule piece, amincie a la Piliere dans 
Tune de ses parties. Le noeud de jonction ne pent plus avoir d'in(luen< c^. 
La partie / la plus longue est la plus fine. 



/ -642 


* —94? 


n i35 


/' - 358 


i'-582 


n' — 220 



Equation transcendante a resoudre : 

langjr -f- 0,906 tango, 6i5j:==:o. 
Racines successives et sons theoriques correspondants : 



Xx — 1 ,966 


.%<" 


84 


,5 






X2— 3,860 


X<'' = 


■65,5 


I 


nceud; 


X3 -- 5,859 


Jt^r - 


252 




2 


noBuds; 


^,— 9,710 


X<,'.- 


4«7 




4 


noBuds. 


Position theorique des noeuds : 












I n(Bi)d. 




2 uosuds. 




• 

\ noeuds. 




Z :m 626 




t, 344 




3, 208 
Zi i^\6 












Z3 624 


L'experienee donne : 

• 










Z4 — 81 2 


31-'."' = 83 


1 nocud. 




2 noeuds. 




4 noDuds. 


X',"' - 167 


Z 520 




z, 346 




2,-209 


Xi"'=25i 






Z.rr:686 




z, — 4i8 


<"'-4i5 










z, — 627 
^^ I- 810 



Les differences avec la theorie paraissent insignifiantes. 



10, 
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Semarque. — Les sods successifs forment ^ peu pres la s^rie i » 2, 3, 

4. 5, — On peut s'en rendre coropte theoriquement. Nous avons vu 

que si Ton a . 

a = a' ou nl=n'l'f 

la corde heterogene se comporte comroe une corde homogene. Or cette 
condition est ici sensiblement remplie, car 

y7=i,79 et ^ = 1,63. 
Huitidme experience. 

La corde precedente est remplacee par une autre plus fine, d'une 
seule piece et amincie a la filifere dans Tune de ses parties. La plus 
fine / est la plus courte : 

/ =z 332 b = 479 n = 267 

/' = 668 b'=i5o2 • n'=:85,2 

Equation transcendante a r^soudre : 

langor-h 0,642 tang3,i3i x=^ o. 

Racines successives et sons theoriques correspondants : 

j:, — 0,708 2f(J\^ =60 

or, i=ri,5i6 3(lJ'i^=i2g I noBud.. z =558 

a:5==r 2,333 X^/^=: 198,5 2 noBuds. z, 1^:426 2,= 713 

0:4 = 3,054 3f(J'P =^25g 3 noeuds. z, = 34o z3=56o 23— .780 

Resultats de I'experience : 

jL^:^=64 

2f(J^^^z=i3o I noeud.. z r=:558 

Xj"^= 197 2 noeuds. z,==:427 22=^713 

IK;*^*'^ = 260 3 noeuds. z, = 34o 2, = 561 23=1:^782 

Les differences sont sans importance. 
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Neuvieme experience. 

La corde totale est formee de trois parties de laiton de divers dia- 
metres : 

/ = 357 b = 564 n -_ 227 

/' = 32i 6' = 472 n'=:27i 

/''=322 6"r=7o5 n''^: 182 



En posant toujours 



X = — < 
2n 



Tequation (4^) du Memoire, reduite en nombre, devient 

o = tangj;-h 1,074 tango, 838;c 4- 0,722 tang i,25o^ 
-— o ,67 1 tang;r tango y838;r tang i , 25o:r. 

Racines successives et sons theoriques correspondants : 

X, = I ,o63 X^'^ = 77 • 

j;,r=: 1,967 X</^= 142,5 I noeud. . 2 =58o 

^3^=3, ii3 5^^/^=225 2 nceuds. z, = 36o,3 ^, = 740,3 

Xt=:^jo35 X^/^ = 291,6 3 noeuds. 21 = 277,9 2,=:: 573,8 53 — 799,4 

Resultats de I'experience : 

X'."=74 

3f^^l^= i^i I noeud.. z =575 

5^^/^ = 225 2 noeuds. z, = 36o 2, = 740 

3i(J'l^ = 2go 3 noeuds. 2, = 278 z,=:574 -33=1798 

Remarque. — Les sons successifs forment a peu pres la serie i, 2, 
3,...; cela tient a ce que les produits /i/, /i7', n'7" sont a peu pres 
egaux. Dans ce cas en effet la corde heterogene se coniporte a peu pres 
comme une corde homogene d'apres la theorie. 
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Dixieme experience. 

9 

All inoyen dc curseurs mobiles les deux cordes extremes de Texpe- 
rience precedente sont diminu^es de Iongueur» de facon que les trois 
parties rendent le meme son. 



b .^ 485 



/ -. 289 

/' -321 
r=r2l3 
L r= 823 



Lji Ibrmule (5o) du Memoire donne dans ce cas 



n z=:^ 264 



tang— =:: tang a 






de la on deduit 



az=2i,I2l, T — anz:a'r=2,02I 



Serie des harmoniques theoriques : 



{') 



an 



X,V ITT — 



J^'P ^- 



3^^'^ 



!/• 



ik 



Gf! n 
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r 



/I 



T- 169,5 

ri=264 



an 



j]t.;^ — -+-nr=358 

T. 

x.^/:^?lZi.H„ -433,5 



Resultats de Texperience : 



.%=;* = 169 
X';' ^ 264 

g^i'."' = 36o 

)t.-:' = 434 






^V'^ 



2// 



^528 



a/i 



-{- 2/j -=622 



r 
— 3/1 



^7'rz:?-^*-^ 2/1=697,5 

-792 



«x; = 



(O 



a/i 



TTV '*"' 



3/13=886 



.)?:.;' = 53o 

^,"^ = 620 

^'r— 692 

X^.^'J = 890 



I/accord est aussi parfait que possible. 
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25. Conclusion. — Les experiences diverses que nous venous de re- 
sumei* rnontrent que les lois relatives aux cordes Iieterogenes se veri- 
tient aussi parfaitement que celles qui sc rapportent aux cordes homo- 
genes. Nous devons par consequent regarder comme parfaitement 
exacte notre hypotliese fondament^le sur le racrordemcnt des diverses 
parties pendant tout le mouvement. 



NOTE 



SCR U.NE 



CLASSE DE GOURDES DU QUATRIME ORDRE 



ET SIR 



L' ADDITION DES FONCTfONS ELLIPTIQUES, 

Par M. G. DARBOUX, 

AGR^G^.DES SCIENCES M ATH t U ATIQ U ES. 



Dans un article insere au tome II de ce Recueil, j'ai avance que Ton 
pouvait deduire de I'etude d'une classe remarquable de courbes unc 
demonstration geometrique nouvclle du theoreme d'EuIer relatif a 
I'addition des fonctions elliptiques. Je me propo^, dans cette Note, de 
developper cette demonstration, et d'y ajouter une demonstration analy- 
tiquequejecroisnouvelleaussi; j'etablirai en meme temps un theoreme 
relatif aux courbes etudices. Ce theoreme est la generalisation du 
theoreme de M. Dupin sur les coniques focales, et est aussi cnonre 
dans mon precedent travail. 

I. 

Les courbes que nous allons etudier sont les courbes du quatrieme 
degre ayant pour points doubles les deux points a Tinfini sur le cercle. 
Nous les appellerons, avec M. Moutard, anaUagmatiques. Cette classe 
de courbes, qui jouissent de belles proprietes, comprend, en particu- 
lier, les ovales de Descartes, dont Tequation en coordonnees bipolaires 
est 

nr -T- r' = A. 

Jnnales scientifiques dt rEcole Normale sup^rieure. Tome IV. I I 
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M. Chasles a montre (voir Apergu historique) que ces courbes ont un 
iroisieme foyer F'' situe sur la ligne qui joint les deux premiers F, 
F' {fig. i). Determinons ce troisi^me foyer : soient 

FF' = r, F'F" = ar. 

Fig. I. 




On a, d'apres un theoreme peu connu de Geometrie, la relation sui- 
vante entre les trois lignes MF, MF', MF" : 



MF . F' F" H- MF" FF - MP FF'' = FF' . FF" . F F" 
ou bien 

xr^ -h cr"^ — (c -i- x)r'^= cx{c -\-x). 

Si on remplace r' par sa valeur en fonction de r deduite de Inequation 
des ovales, r"^ sera egal a une fonction du second degre en r. Expri- 
mons que ce polynome est un carre parfait, et nous aurons 

c^n^ — A' 4- cx{ n* — I ) = o, 

equation qui determine x, et, en extrayant la racine carree, 

, n(A» — c') 
n} — I 

Nous allons prouver maintenant que toutes les ovales de Descartes 
ayant les trois memes foyers forment un systeme double orthogonal, 
c*est-a-dire que par chaque point du plan il passe deux ovales se cou- 
pant a angle droit. 

Pour toutes nos ovales ceix doivent rester les memes, et, par suite, 
si Ton pose 

on aura, d*apres Tequation de condition. 
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L' equation g^neral^ de nos ovales sera done 



( I ) r^i — k^a} -h r' = c v^i — a'. 

Ou bien, en designant par r" la distance au troisieme foyer, 



c 



(2.) rv^i — a' — r" = ^ V i — «'*'• 

Lorsque a varie, on a un systeme de courbes dont nous allons cher< 
cher I'equation differentielle. 

Pour cela, difTi^rentions les Equations (i) et (2); nous trouverons 



dr^i — a*Ar'-f- dr' = 0, 



dr\J\ — a} —dr^^o. 

Au moyen de ces equations nous eliminerons a sans difficulte, et notre 
equation differentielle sera 

r'dr — rdr' = cdr'\ 

Prenons pour axes Taxe des ovales et la perpendiculaire au point F, 
nous aurons 



^ifi 



= (x-p)Vr'. 



Au lieu des variables x, y prenons les variables 

«i =r j; -4- yi^ 

v=zx — yi, 

les expressions de r', r", r"' deviendront 

Substituons ces valours dans {'equation differentielle, et elevons au 
carre pour faire disparaitre les radicaux, nous trouvons 

du' dv^ 

(3) 



«( « ~ c) ^a - Jj c(t; - c) ^t/ - j^ 



II. 
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Cette equation differentielle, coDvenablement inierpretee, donne un 
moyen geometrique simple de mener la tangente aux ovales, quand 
on connait les trois foyers. On a, en effet, 

du rfj; -h idy ,, y 

dv dx — idy 

V designanl I'angle que fait la tangente avee Taxe desa?. De meme 



c 

U — Tl 



k' 



c 



— €/ I 



Notre equation differentielle pent done s'ecrire 

4* V _ ^a«(iiira-H MPii-+-<iF^) 



V = h Ar-> 

2 2 

formule qui donne pour Tangle Y deux valeurs distinctes differant 

de -1 et par suite deux directions rectangulaires. L*angle V se con- 

struira sans difficulte. 

11 resultc de ce qui precede que Tune quelconque des deux Equa- 
tions 



est rintegrale generale de Tequation differentielle 

du dv 



y/„(„_e)(«-£) y/,(,_c)(.-£j) 



Posons 
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rSquation difTi^rentielle devient 

dx dy 

et son integrate generate sera donnee par Tune des deux equations 



V^i — a'/r* xy -f v^(i — a:*)(i — ^») = v^i — a» , 

Cest le theoreme d'EuIer. On voil que si Ton pose 

-= — 9 




«(m— c) 






on aura ' 



d'oii 



M=: csin'ani(a -4- (3i) = x -^ yi, 

c c 

x = - sin'am(a 4- (3i) -4- - sin*am(a — j3i), 

c c 
r=:— .sin* am (a 4- &i) :sin'am(a-- (3/). 

Si on laisse ^ constant, et qu'on fasse varier a, on aura toutes les 
courbes d'un systeme. Si, au contrairOi on fait varier j3, on aura les 
courbes orthogonales aux premieres. 



II. 

Voici une demonstration analytique du meme theoreme. 
Soit Tequation 

(4) ^ = V(T- iO(T"- ^^) = Am. 

On en deduit par la differentiation 

(5) ^ = -(l-f k')u-h2k'u\ 
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SupposoDs que Ton ait trouve deux integrales particulibres de Teqiia- 
tion du premier ordre, et par suite de celle du second ordre. Cherchons 
si ces deux integrales ne seraient pas liees par une relation finie, 
eomme dans le cas de I'equation lineaire du second ordre. Soit u! la 
seconde integrate particuliere, on aura 

, d^u d^u! ^., ,. , ,,. 



Des deux equations du premier ordre on deduit 

On a done, en remplagant uf^ — u* dans Tequation precedente par 
sa valeur tiree de cette derniere relation, 

,d'u d^u' . J ,du du'\ 

(b) — \ ^ 



,du du' i^/f^uUi'' 

dt dt 



Integrons les deux membres, nous trouverons 



L(a'^-«^) = Lc{i-/^»«'a'»), 



, du du' 




''7i-"'l[i 


u' \u — mAm' 


i^k^u^u'^ ^ 


I — Ar'ii'w" 



(7) 



On pent interpreter cette equation de deux manieres. 

On a d'abord 

du du' , 
Hu All 

done Tequation (7) donne Tint^grale g^nerale de T^quation 

du du' 
Au Am' 

Autrementy si Ton considere u comme une fonction de t. 
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vl ne peut etre que f (/ + a) ; on a done 

C'est la formule dont depend ['addition des fonctions elliptiques. 

Le succes de noire methode est fonde sur ce fait que dans Tequa- 
tion (6) le coefficient de la derivee de w£ est une fonction de m£ . On 
peut se proposer de rechercher toutes les fonctions A w jouissant de celte 
propriete, car on pourraitleur etendre la methode precedente; mais, 
dans cette recherche, qui n'offre pas de grandes difficultes, on ne 
trouve que le cas deja connu des fonctions elliptiques. 



III. 

Je passe maintenant a la demonstration du theoreme que j'ai donne, 
et qui est la generalisation de Tel^gant theoreme de M. Dupin sur les 
sections coniques. 

Les courbes que nous avons a etudier sont des courbes planes ou 
spheriques dont I'equation est 

ar H- hr* -h cr" = o , 

r, r\ r" designant les distances k trois points pris dans le plan ou sur 
la sphere qui contient la courbe. Les courbes planes etant les projec- 
tions stcreographiques des courbes spheriques, leurs proprietes se de- 
duiront des proprietes de celles-ci. 

J'ai montre, dans un article insere dans les Nouvelles Annates de Ma- 
thimatiques ^ i864» que les proprietes des courbes spheriques s'ob- 
tiennent sans difficulte si on les etudie comme courbes d^intersection 
- d'une sphere et d'une surface du second degre. 

Considerons d'une manifere generale la courbe d'intersection d'une 
sphere et d'une surface du second degre. Par cette courbe, passent quatre 
cones du second degre dont les sommets ferment un tetraedre conjugue 
commun a la sphere et k la surface du second degre. Prenons un de ces 
cones et trois quelconques des quatre plans tangents communs a la 
sphere et au cone. Soient P = o, P' = o, P" = o les equations de ces 
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plans tangents. Celle du cone pourra etre mise sous la forme 

Soit un plan tangent quelconque a la sphere [fig^ 2). La distance MA 

Fig. 3. 



1 1 
/ 





d'un point ({uelconque de la sphere au point de contact, et la 
distance MP au plan tangent, sont liees par la relation tres-simple 



Ma'=:2R.MP. 



Par suite, si on designe par r, r\ r" les distances d'un point de la sphere 
aux points de contact des plans P, P', P" on aura 

r^=r2R.P, r''r=:2R.F, r"'^2K.r", 

done r, /', r" seront lies par la relation 

(9) Ir-r- [ir' -f- r" — o, 

r'est-a-dire qu'il y a une relation lineaire et homogene entre les 
distances d'un point quelconque de la courbe d'intersection a trois 
points fixes qui sont des foyers. 

La reciproque est evidemment vraie. 

On pent prendre trois quelconques des quatre plans tangents com- 
muns au cone et a la sphere. Done, a nos trois foyers on pent en ad- 
joindrc un quatrieme jouissant des memes proprietes, et nos quatre 
foyers sont situes sur le cercle de contact du c6ne tangent a la sphere 
mene par le sommet du cane donne. 

Comme on a quatre cones du second degre, on aura quatre groupes 
de quatre foyers, et les quatre cercles ainsi obtenus se couperont ^ 
angle droit, d'apres une propriete connue du tetraedre conjugue dans 
la sphere. 
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Mais on peut g^neraliser beaucoup la relation (9) en considerant 
trois plans tangents quelconques au cone du second degre : soient Q, Q', 
Q" ces trois plans ti^ngents; Tequation du cone sera encore de la forme 

Ces trois plans coupent la sphere suivant trois cercles doublement tan- 
gents a la courbe d'intersection du cone et de la sphere. Par ces trois 
cercles faisons passer trois spheres fixes. Soient /, t\ t'" les longueurs 
des tangentes menees d*un point a nos trois spheres. Pour tout point 
de la sphere contenant notre courbe on aura 

L'equation du cone du second degre nous conduira done a la relation 

(10) Xt -h ixj' -h f' =.0 

entre les trois tangentes t, t\ t". Dans le cas que nous avions examine, 
nos spheres se reduisaient a trois points. 
Soitd'une maniere generate 

Tequation d'une surface passant par notre courbe; on pourra remplacer 
cette equation par une equation de la forme 

Y(at\ht'\ct"\dt''') — o. 

Par exemple, on sait que Tequation d'un cone peut se mettre d'une 
infinite de manieres sous la forme 

Done Tequation de notre courbe pourra s'ecrire d'une infinite de ma- 
nieres, 

On voit encore que la courbe sur la sphere peut etre consideree 

Annales scientifiques de rAcole Nor male superieure. Tome IV. 12 
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comme I'enveloppe d'une s^rie de cercles dont les plans sont tangents 
aux c6nes du second degre. Ces cercles coupent k angle droit le cercle 
focal, puisque leurs plans vont passer par le pole du plan focal. De 
plus, leurs plans enveloppant un cone, leurs poles sont sur une conique 
sphcrique. Done nos courbes peuvent etre considerees comme enve- 
loppes de cercles orthogonaux k un ceriJe fixe, el ayanl leurs centres 
sur unc conique spherique, et cela de qualre manieres differentes. 

Sans insister sur ce mode de recherche, j'arrive au theoreme qu'il 
s'agit d'etablir. 

Parmi tons les cercles doublemcnt tangents a la courbe, il y en a 
generalement d'imaginaires. Alors deux des spheres passant par ce 
cercle se reduiront a deux points reels. On aura done une courbe 
formee par ces points reels. Mais le lieu des points spheres coupant 
la sphere fixe suivant un cercle orthogonal au cernle focal est la 
sphere orthogonale a la sphere fixe et passant par le cercle focal. Ainsi 
la courbe lieu des points spheres doublemcnt tangents a la courbe 
d'intersection est une courbe spherique situee sur une sphfere orthogo- 
nale a la sphere donnee: cela nous suffit. Nous appelons cette courbe 
courbe focale. 

Dans la relation (lo) nos spheres se reduisant a des points, les tan- 
genles t, t\ t" doivent etre remplacees par des distances aux centres r, 
r\ r". On voit done que si Ton prend trois points quelconques de la 
courbe focale, ils jouissent des proprietes metriques que nous avons 
reconnues aux foyers. 

Fig. 3 

c. 

V- — ^ - 

/^ / 

/ 




Prenons trois points D, E, M sur la courbe focale [fig- 3) et desi- 
gnons par r, r', r" les distances a ces trois foyers. On aura pour trois 
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points quelconques^, B, Cde la courbe d'intersection 

On pourra donr irouver deux coefficients X,, ju,, lels, que Ton ail 

la =X,r6 -h UxTc, 

Lesdeux premieres equations determinent X, el fx,. Si Ton a fixe les 
points A, B, C, D, E, la troisieme sera satisfaite pour tout point M de 
la courbe focale. C'est done Inequation de la courbe focale. On voit 
done que trois points quelconques A, B, C pris sur la courbe primitive 
peuvent servir de foyers a la focale. Done on a deux courbes spheri- 
ques de meme genre et telles, que chacune est la focale de Taulre. 

C'est la |;;eneralisation du theoreme de M. Dupin sur les coniques 
focales. 

A cbaque courbe correspondent quatre focales. Ces quatre focales 
sont situeessur une meme surface developpable, dont elles sont lignes 
doubles. Chacune d'elles pent servir de focale aux trois autres, et elles 
sont situees sur quatre spheres orthogonales deux a deux. 

Je donnerai en terminant une propriete relative a un cas particulier 
des courbes que nous venons d'eludier. 

La courbe d'intersection d'un cylindre et d'une sphere peut etre con- 
sideree comme le lieu des points lels, que la sommeou la difference des 
arcsde grand cercle qu'on peut mener tangents a un petit cercle d'un 
point de la courbe soit constante. 

C'est la generalisation de la propriete des coniques spheriques {*). 



(*) Voir NouveUrs Annates (le Math^matiqucsy 1864, el Bulletin de la Societe Phihnm- 
thique, 1867. 
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SUR 



LES DETERMINANTS FONCTIONNELS 



KT 



LES COORDONNfiES CURVILIGNES, 

Par M. Ed. COMBESCURE, 

AGREG^, DOCTEUR ks SCIENCES. 



Les recherches suivantes ont priueipalenient pour objet unecer- 
taine extension au cas general des coordonnees curvilignes obliques de 
la grande theorie creee par M. Lame. J'ajoule neanmoins quelques re- 
marques qui ne sont peut-etre pas sans importance, touchant les sys- 
temes orthogonaux. Enfin j'ai cru devoir rattacher toute cette theorie 
a celle des determinants fonctionnels, dont je rappelle les proprietes 
qui me sont utiles, en les deduisant de la consideration de formes qua- 
dratiques. 



§ I. — Forme quadratique du produit de deux determinants . — 

Identkes qui en pro{>iennent. 

Soient les deux determinants, aux elements tout a fait indepen- 
dants, 



X=: 






x^:' 






•^ I «*' 4 • • . *X^n 



(2) 



X 



(•) 



X 



(») 



X,t 



2l ^i 



1=1 



^. 



(») .(»; 



.(«) .(») 



Z ' 



5!^"^ 
^n 
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et leur produit 



V = 






dans lequel i^ij = lx\^'zf\ la sommation s'etendant de ^ = i a ^ — w. 



e 



ainsi que cela sera loujours sous-entendu pour tous les indices somma- 
toires. 
De 



d\ ^ dX 



dx^' dx^'' dz 



d\ ^y^dZ 



(<r) 



dz 



(^' 



on conclut tout de suite 






:^x^.^^ -^, = o ou V, iz'r ^;-^ = o ou v. 






les seconds membres etant o ou V, suivant que les indices i, j sont 
differents ou coincident. Cela pose, on pent representer le determi- 
nant V par Tune quelconque des n formes quadratiques 



(e) J8'> 



Y^i'>^lCi,jx\^'z\ 



repondant aux n valeurs de g^ et dans lesquelles les coeffirients C,.^ 
conservent les memes valeurs. En effet, dans ces hypotheses et a cause 
de 



dx 



ie) 



= ^c..-r' ^ = 2c,.,,.; 



I 



on aura, par ce qui precede immedtatement. 



(a) 



V ou o = 2 x:' — — 

V ou o = 2 3:" — — 






et des n' ^galites formees par les membres extremes on tirera, pour 
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le coefficient C,,,-, la valeur symetriqueT — •On aura done 






Kn multiplmnt par — ^ I expression ci-dessus de — j^ et prenant 



eiisuite la 2, it viendra 






el comme, en vertu de (a), tons les termes du second membre dispa 
raissent, except^ poury = A, il en resulte 



(b) 






Si Ton suppose, pour un moment, que les deux determinants X el Z 
coincident tour k tour Tun avee Tautre, etque Ton pose 



X' = P=: 



qi.j q»,i • • • ^M» 
^i,n ^J,ii • • • ^.« 



Z» = Q = 



SI, I Si, a • • Si,ii 
Si.i ?i,a • • • si,H 

SI, II SJ,n • • • "-n.n 



ou 



hj = lj,=.lxfxf. ?,.y = ?,-,= 2 3;^^z/^ el PQ = V«: 



on aura, comme cas particulier de ce qui vient d'etre dit, ou par des 
considerations directes tout a fait pareilles a celles qui precedent, 

ifiB) =z 2 A,.y x['^x^/^ = P, 2(ig) = 1 Bij z\^^zf = Q, 



ou 



At. f — Ay.,- — — 



«»/ 



rfp 



w^i.y a5,,i 2 tf^,,y 






les formes /, f verifiant les relations 



(a*) 






dt(t) 
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et (lonnani lieu aux identites 

(b') 2 2Z_ ^I—. = PA, . , 2 'll— ^ = QB, . 

f dxf dxf ' t dif dzf ' 

Maintenant il est aise de voir que 

(c) K ..... ^p,. 



' - P T '"" ^^<»' - V t ■'•* 



dxf ~ V 7 ■'■' dzf ' 



car de la premiere ligne, par example, multipliee tour a tour par x^f et 
par if-, puis sommee par 2, on conclut 

f _ ' yt y,(»)«'f'" „ _ ' y„ y ^<») ''f"' 



) 
h 



oil I'on voit tous les termes des seconds membres disparailre, en vertu 
de (a) (a*), excepte celui qui repond a h =j. 

En multipliant entre elles les deux premieres expressions de x^\ zf- 
et sommant par 2, il vient 



lij = cr» ^^ *'••* ^'/'^^ TT^ TTT 



c'est-a-dire, par fb*). 






(d) { et semblablement 

La multiplication des deux dernieres expressions de xf\ zf donne 
aussi 

* ^'>j= V ^ ^/.A ?/.* ^M • 

Lorsque les x et les z sont liees par les conditions Vij = o ou i 
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(suivant que j est ou n'est pas different de i), les formules (c) (d) se 
reduisent a 

' ~ Q ^^ ~ 7 ^''^ ^' ' \ ^'' " '"' 

oil PQ = V^ = I . Les formes /, f, de leur cote, reviennent a 

— "p— — f' Qi.j ^i ^j- — I , -77- — 1^. Uy ^, ^/ — ' » 

et I'expression de i^ij qui fait suite a (d) donne 2|i,a5/,a = o ou i. 

On retombe ainsi, sauf des differences de forme, sur quelques resul- 
tats connus de la theorie des determinants fonctionnels, en supposant 






les ocf, ocif - . - 9 ocn etant des fonctions des i/,, 1/39 • . . « i^n pris pour va- 
riables independantes, ou reciproquement. 

§11. — Relations diffdrentielles . — Distinction de deux groupes 

d'ilSments. 

En designant par / une variable independante quelconque, et posant 
generalement 

(e) 2.:"^=R<:>, 

de sorte que 

il est facile de reconnaitre que Ton a identiquement 

Annaies scientifiques dt Vicole Normale supirieure. Tome IV. 1 3 
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car on conclutde la, en multipliant par orlf^ et prenant la 2, 



fi 



oilmen vcrtu de (a*), tous les termes disparaissent dans le second mem- 
bre, a Texception de celui qui repond a i = A. 

De Tequation (f), multipliee par -=^^> puissommee pari, on tire, 

dx. g 

en intervertissant 2, 2, et ayant egard a (b*), 



g « 



et des lors, s etant une autre variable independante quelconque, on 
aura, en multipliant (f) par-^> 



dxf dxf ,,. Jfig) dxf' 

g dt ds i «'* g dj^ ds i *'* , ' ' /'* 



ou bien 



(h) P2 -^ ^ = 2 A,vR;'i Ryi- 

^ g dt ds ,,/ ' ''* ^'^ 



Maintenant, de 



resulte 



dx'^ 
*!^ y * 1- -I- y T»^'' • 



d'ou, en echangeant / et 5 et ayant egard a (h), on tire 

Cette equation multiple, qui ne me parait pas avoir ete remarquee ge- 
neralement, exprime en particulier les conditions d'integralite des 
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systemes simultanes d'equations lineaires 

dt i ''*dx[^^ ds i ''"'dx'^' 

I I 

lorsqu'on se propose d'en deduire les a?, toutes les autres quantites 
etant censees connues en / et en s. On aurait de nouvelles conditions, 
tout a fait pareilles, si i*on introduisait un nombre quelconque de va- 
riables independantes, /, 5, . . . ; et Ton pent observer que Fenseniblf 
des systemes (f) pent etre integre, sous les conditions analogues a (A), 
comme une suite de systemes lineaires separes aux diff^rentielles ordi- 
naires. 

Dans le cas des determinants fonctionnels, les R sont soumis a des 
conditions speciales^ui proviennent de la relation 



d'ou Ton tire 



dx^'^ dx^^ 

i_ __ L_; 

doLj doLi ' 



lx['^^-j^=lx['^-r^ 

g ^ daj ff * dai 



c'est-a-dire 



Aw A,/ 



Cette relation, combinee avec R^"P -h R:"**^ = -j^^ fournit 

'•' /'* dah 

(m) RK):^if^4.^*^^^V 

^ ' >-' a \ dak doLi dxj J 

ce qui permet» si on le juge a propos, d'introduire partout les B au lieu 
des^R. 

En vue surtout de la tbeorie des coordonnees curvilignes, il con- 
vient d'operer une substitution particuliere dans les formules prece- 
dentes, en se bornant au cas des determinants fonctionnels. Je po- 
serai 

x^'^ = liaf. ( z:'^ = h,a|'\ 

i3. 



lOO 
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SOUS les conditions >/,/i= i» Oij = i, de sorte qu'on aura 



Les deux determinants 



A = 



^J,l ^1,2 • • • ^l,/l 

^1,2 ri2,i • • • ^7,n 



V = 



0i,2 va,a • • • "a./i 



seront lies par la relation 



rz. 



hihj . . . lii»v V . /1/2 • . • /nV^A -- I . 
On pourra prendre pour les formes/, f les suivSntes : 



2Cp<*^ =: 



(?) 






„ii)jt) 






rfA 






</A 



n 



rf©.., • ^ 



. . . ^ , , tl_ a 



-A, 



n «i 



oil il est entendu que les X,-,,-, d/,/ sonl remplaces par I'unite apres les 
difTerentiatioDS. Elles verifieront les relations 



«*) 



(6*) 






-^ — ^ ' \ = A -pr~> 



rfa 



ou V, 



-- » 



^, dTjj(s) dw<f^ d\j 



s 



Ja'*' </a'»' 



On aura ensuite, d'apres ce que deviennent les (d*), 



e.-./ 



</A 



(rf-) 



/ (/A rfA ' 



^i,y — 



dy 






h; 



I 1 rfA 
If'A'dlu 



n 



I I 






• ^— • 
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Les (c) seront remplacees par 

(c*) a">- ! ^2^, a'" = - ^^• 



V^"' ' V^ 



dOu 



Entin, en posant 

g ' dt ''J 

de sorte que 

on aura ici 

(/) 



*'J J-' (it 



dt H ^'^ daf 



da^f da^^ , d^ ,,y u^ 

^ ^ g dt ds .,, 2 £/^,y y-* ''* 



^ ' \ ds dt J i^;idli,j^ ^* ''^ ^-^ '-'''^ 

oil ^/,i — o. Cette derniere condition introduit une simplitication dans 
les groupes (/), [h], (A:), par comparaison avec ies groupes homolo- 
gues (f), (h), (k). Par contre, la condition (1) est remplacee par rette 
autre un peu plus complexe 

( / ) ^ Ih, -f- li ^{^ = ^ hj -^ Ij ^ • 

Que si Ton voulait se debarrasser partout des ^, il sulVirait d'avoir 
egard a (m), en observant que 

K.^._/,(,a.^. -h/^.y^^^- 
Ces preliminaires poses, j'aborde la theorie des coordonnees curvi- 
lignes; mais, pour simplifier autant que possible la notation, je repre- 
senterai W|, u^^ 1/3 par x^y^ z\ a,, oca. «3 par «> /3, 7; /<, /j, /, par /, 
TTiy n\ X2,3, X| 8, X,,2 par X, fx, v; A,, A^. K par l> m, n; 6a,3. Si,3» ^1.2 
par £, yj, 5; a,^ a;'\ a;'\ ai^\ dl\d^. d^\ d^.d^^ par a, a\ a\ h, b\ b\ 
r, c\ c"\ enfin ai*\ a|'\ a^,'^, . . . par a, a', a", .... 
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J^ III . — Coordonnies curvUignes. — Developpcment 

des for mules. 

Les eoordonnees rectilignes orthogonales d'un point quelconque de 
Tespaee etant x, y^ z, soient 

V[xyy,z) = a, F,(x,7, 2) = ^, Y\(x,y\z)=Ly 

les equations de trois surfaces oil a, ^, 7 designent trois parametres 
arbitraires qui n'entrent pas dans les premiers membres. Pour chaque 
systeme de valeurs attribuees a ces parametres, I'intersection mutuelle 
des trois surfaces determinera, d'apres la conception feconde de 
M. Lame, un point M de Tespace. Les elements lineaires des intersec- 
tions, issus de ce point, etant representes par /rfa, mrf]3, nd'y et X, /x, v 
designant les cosinus des angles que font entre eux ces elements* on 
aura ce premier groupe : 

dy dy dz dz 
-T?^Ty^d^Ty = '^''^- 

.. — . -., — , ^^ — dy dy- dz dz , 

^ \ w,'^2 ^o w=n ^^ r/^ dy da dy da * 

dy dy dz dz 

auquel on adjoindra le groupe reciproque 

'a' da" 



dx'^ dy* dz' 

da' ' da' ^ da' ' 


dx dx 


dx^ dr^ dz^ 

drp^ -^ rf^' ^ dp- "''• 


dx dx 
dy da 


dx' dy' dz' 

dy ' dy ^ dy' ^' 


dx dx 
da d^ 



(.V> 



dx^ dy^ 
d^' d^' 



dx' dy' 

dy^ dy' 
dx' dy- 





dp dy ^dpdy ^ dp dy ^^ 
dx dx dy dy dz dz ' 


dz' "• 


da dy da dy da dy 

dx dx dy dy dz dz " 

9f 


dy\ _ , 


dx dp doL dp dx dp . 



oil "^y ■—» ~ sont respectivemenl, au point M, les plus courtes dis- 
tances de deux surfaces successives de la meme famille, et €, ^, d les 
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io3 



cosinus des angles que fonl entre elles ces plus courtes distances. On 
prendra ici 



dx 
d^ 

dy* 
Ja 

dz 
d^ 



(') {-T- = 



la. 


dx , 
dp '"*• 


dx 

-j- — nc, 

dy 


Ida. 
I dx 




dx 


la'. 


1 -*'' 


dy , 
dy "'• 








la". 


4 '"*'' 


dy 


1 ''" - la" 
\dz ''* ' 


'^^ «b" 


dz 



Tout ceci pose, on aura 

A = I — >' — jtjt^ — v' -I- 2X,av , y = I — e* — yj' — 0' -I- 2 eyjS' , 
/mn v^A . lm«^V = I , rf V = yj^lmndoc. rf(3 rfy, 

rfV designant I'element de volume. Les formes ((pj deviendront 



-h(i — y')c*-f- A;6c-i- A «6-»- A^rt6 = A, 



(^) 



29 — ( 


1— X')a»-f-(i— .a»)6' 


29' { 


I— ^'j^i'^-f-..,, 


29"— ( 


I A«)a'"-h..., 


2GJ ( 


I — g»)a'-4-(i— y)»)b' 


2ny'-( 


I — e')a'» -h . . . . 


2gt"-( 


I— g^)a"»-4-..., 



-t-(i — S')c'-t- v,bc-hv ac+ yjab = v. 



les lettres placees en indices indiquent les derivees partielles, de sorte 
que, parexemple, A; = 2(jxy — X). Ces formes verifieront les conditions 



y. da I dia 

ia^ = A, (la-j^ = v. 



(3) 



da 
da 



^.dxs 



les 1 afTectant toujours les accents. Les equations (c*) s'ecriront 



io4 
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a = 



V^A( 



(4) 




d(^ 

^dJ' 

d(^' 

— >) da! ' 



>/V(i — e') </a" 



u 


I 


d(^ 


D — 


v/A(,- 


• fi^) db' 


•■•.........-..-, 


f 


I 


dxs 


b r= 


■ i^^jr- 


-n») db' 


• • • 


■ 


• • > 



</9 



et les ( d* ) 



(5) 



1'=t: 



I i-X' 



iA, 



/' A 



1 € = 



s/(i-|i*')(i-v') 



C : 


v'A(i- 


•V') rfc' 


• 




1 


• ? 

dm 


C 


~\^v(«- 


-e^) dc' 


••"---------- ^ 



I I — e 



i'=;,-—^, x= 



V. 



I' V .^(i-T)')(i-e')' 



Ayant pose 



(6) 



2A^ = R(0, 2a^ = Q(0. 2c^ = P('>, 
a/ at at 



dt 



dt 



dt 



ce qui entraiiie 



(6*) 



R(0 + AC) = 4t' Q<"-i-?<" = ^. p(')-|.(e(0 = ^', 

dt ^ rfr a/ 



Oil / est une quelcoaque des variables a, /3, 7, les (/) s'ecriront 



(7) 





-«"'^-^"'^' 


.db 

^dt 




A ^<? 


= «'-3l**"^' 



£T LES COORDONNiES CURVILIGNES. 



io5 



et Ton aura deux groupes analogues en accentuant une fois et puis 
deux fois les lettres f , a, 6, c. Le groupe [k) deviendra ici 






(^^ - f[^\ = (i - v>)(PC05(0 - p(o^(0)-H i A;(R(op:') - pc^RO) 



- A J^(')^(0 _^(0^(oj^. i A,(R(oa(') — Roaco), 



2 /* 



(8) 



< 






rfQCA _ 
dt )- 



(i — ^')(R")«<0— R(')$(»)) + lAi(«W^('' — «C')^{')) 

2 

-t- - A. (Q<" 5 W - QW ^(0) H- i A, (QO RW - Qf) RO) , 
4--A„(P(')Q(') — PC) Q(0) -f-i.A,(^(') «(•)_.'«.(•) (PO). 



Enfin on deduira des equations (/), en isolant les d^riv^es partielles 
de /, m, n, 



(9) 



dl 



m ^(a) 



vl _ j^(^)^ 



</(3 1 — v' I — V 

dm _ n ^^) _^ Xm p(y) 

^ 1 — X' 1 — X' ' 

dot I— ft«"^ I— /x»^ ' 

i^ - " n(«) -I- ^^ 3>(y> 

dm 
2U~ 



L-, nw 



vm j^(«) 



I — V' 



I — V' 



rfS ~ I - X' "^ I _ X' * ' 



rfp 



[{ , - v')^(^) -t- i A,r(^'] / = [( . - V) P^«) + i A^^(*)] m , 









iA/'nm=[(.-X')Q^''^ 



+ - A„. « 



»]». 



i 4.Q'''] „ = [(. -^'IR"' + i 4,t<>'](, 



Je joindrai ^ ceci les equations des lignes de courbure des surfaces 

Annates scientifiques de VEcole Normole $up4rieure. Tome IV. 14 
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coordonnees. Pour un deplacement infiniment pelit, efTectue sur la 
surface a = constante, on a 

. dx j^ dx , 

•et par suite 

(lo) ^bix = mrfp -I- n'kdy , Sr^x^^ mld^ -+- ndy. 

Si le deplacement correspond a une ligne de courbure, on doit avoir 

3^= — e3a, 3^=— 03a', 32-— 03a"; 
d'oii Ton conclut facilement 

En egalant ces expressions de Ib^x, Ic&x aux precedentes et eli- 
minant ensuite Q, on obtiendra Tequation des lignes de courbure de la 
surface a = constante. On obtiendra aussi deux valeurs pour 0, qui 
seront les expressions des rayons principaux de courbure. 

Remarque gendrcUe. — Les formules du present paragrapbe corres- 
pondent directement a la question differentielle» oil, les coordonnees 
rectangulaires a;, j, z d'un point quelconque de Tespace etant arbi- 
trairement exprimees par des fonctions determinees de trois variables 
independantes de a, J3, 7, on se proposerait de calculer les principaux 
elements geometriques, soit des courbes d'intersection des surfaces 
coordonnees, soit de ces surfaces elles-memes. 

Mais il se presente la question, autrement difBcile, de trouver x, 
y, 2 en a, |3, 7, lorsqu'on se donne trois conditions distinctes entre ces 
derniferes variables et les /, ..., v, I,..., 9 ou d'autres quantites qui 
peuvent en dependre. Alors les Equations (8), concurremment avec (9) 
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et (6*), semblent jouer le principal r61e. Combinees avec les trois con- 
ditions donnees, elles suffisent a la determination complete des fonc- 
tions /, m, . . . , V ou I, m^ . . . 9 d et des auxiliaires P, Q, . . . . Une fois ces 
quantites determinees, il se presente la question bien plus simple, et 
que je m'en vais aborder, de deduire les cosinus a, 6, . . . des equa- 
tions (7) et des analogues, dont les (8) assurent precisement la coexis- 
tence. Apres cela x, y, z s'obtiendront d'apres (i) par Tintegration des 
differentielles exactes 



§ IV. — Integration d' un systeme particulier d' Equations 

aux differences partielles . 

Les angles du triedre elementaire M.(a)(]3)(7) etant censes deter- 
mines en a, /3, 7, on pent concevoir menes par le sommet de ce 
triedre trois axes rectangulaires M.X,Y,Z faisant successivement 
avec O.xYz des angles aux cosinus x, x\ ^C, ifV, '>^\ ift>"» Gf o\ e". En 
designant par ?, |', |"; >j, >}', >j"; ^, ?', ^" les cosinus des angles que 
font avec ces axes auxiliaires les elements des axes curvilignes (a), 
(]3)f (7) issus de M, on aura 

a = X ? -4- 1ft) 5' H- e ^", i =: Xy) -4- ift)yj' -4- Cyi", . . . , 
a'= X'? -h ift,'r -^ GT, , 



avec les six relations 

et Ton pourra disposer des quelques |, yj, . . . que ces relations laissenl 
encore arbitraires, de fagon a donner au systeme auxiliaire la position 
qu'on jugera la plus convenable relativement au triedre elementaire. 
Cela pose, si Ton fait 

Z^5,_^K0. lx-^^qi-\ le-^=pi'K 



"■^t'^^'"' ^^§ = -''' ^?W='^"'' 



.4. 
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on deduira des valeurs precedentes de a, b, c, . . . , 






lc-^= (y)?' - ?r)')r(') -»- ($y)" - y)!;')^^ + (»'$'- i:V)/»"' -»- Jt'", 



ce qui exprime lineairement les P, Q, R, et par suite les <£, ^, Si, au 
moyen des p, q, r, ou vice versa, et des quantites censees connues. 

Moyennant cette sorte de transformation de coordonnees, on sera 
amene a considerer, au lieu du systeme (7)1 le systeme canonique 

et deux autres tout a fait pareils en ji.', . . . , jj', .... On aura ici 

et les analogues, les lettres placees en indices indiquant des derivees 
paptielles, de sorte que Xt = -yr* Les pj q, r, censes connus en a, /3, 7, 
sont supposes verifier identiquement le grouse fondamental 

(8*) { ^1'^— 9['^4-p(0r(')-;>(Or(0 = o, 

Du premier groupe (7*) on deduit 
A, B, C etant des fonctions arbitraires de /3, 7, et les a, t,, •• des fonc- 
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tions bien determinces de cc, p, 7, qui se deduisent d'une solution com- 
plete du premier groupe (7*) {voir ci-apres) int^gre dans Thypothese 
de oc seul variable. Ces fonctions doivent verifier les relations ordi- 
naires entre cosinus 

a cause que Ton doit avoir, independamment de A, B, C, 

..i»' -+- ift)» -t- C = I , 
et par suite 

A'-+-B»4-0 = i. 

En exprimant que les valeurs precedentes de -^v , lO,, 3 verifient le se- 
cond groupe (7*), on en conclut 

oil 

q'=l(Tv^-^ T/>^^)-h T'7^^4- t'V(/3), 
p'=l vzp 4- <Tp^^^ 4- a' ^03) + ex'' r^^\ 

ces quantites /?', 5^', r' etant independantes de a. Les Equations (7'*), 
qui sont de meme forme que (7*), mais ne renferment plus de trace 
de 0C9 etant integrees dans Thypothese de ]S seul variable, donneront 

f , (p, . . . etant des fonctions bien determinces de /3, 7 qui verifient les 
relations ordinaires entre cosinus, et a, b, c trois fonctions arbitraires 
de 7, telles que a* -t- b* -f- c* = i. En substituant dans les expressions 
ci-dessus de Xf tfi>, C, on aura des resultats de la forme 

A=a^4-by)4-cC, iJl, = a$'4-by3'4-c?', 3 = 3^4- by)"4- c^, 

aux seules inconnues a, b, c; et la verification definitive du troisieme 
groupe (7*) donnera 

(7***) ay=:b^-'-C7^ by = c/>"-ar", c.^ =:a(/'^- b/>". 
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oil 

les p'\ q% r" ne dependant que de 7. L'inlegration du groupe (7*'*), a 
la seule variable ind^pendante 7, donnera finalement 

^, A, k etant trois constantes arbitraires, lelles que ^* -h A* 4- it^ = i , 
et les 6, cr, . . . verifiant les relations ordinaires entre cosinus. On aura 
done en remontant 

(12.) •i.=g5l + All»-f.A-€, ift,=^J3l'H.AlB'-f.A-C G=gJ3lV/ilBV*-C", 

J3l, B»C, . . . etant des fonctions actuellement connues de cc, /3, 7. 

Quant aux expressions de aV', ^', e', ci>", ^b", ©"♦ on les obtiendra 
evidemment en remplagant, dans celles de .1, ui>» C qu'on vient de 
trouver, les constantes gy A, A; par d'autres g\ A', k\ g'\ h\ k\ et eta- 
blissant entre ces constantes les relations babitueltes entre cosinus 

11 n'est peut-etre pas inutile de rappeler que Ies/>', q\ r' ne doivenl 
dependre que de /3, 7, et les /?", q'', r" que de 7. Ceci r^sulte de !a 
marche ducalcul et des conditions d*integrabilite (8^) qui sont suppo- 
sees remplies. On pent aussi le demontrer directement. Je me bornerai 

a prouver que ^ = o. Des identites 

et des analogues en t, . . . , u, . . . on conclut 
et par suite, 
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oil Ton voit tous les termes s'entre-detruire quand on a egard a (8*) el 
aux equations que les v verifient. 

Dans ce qui precede on a a integrer trois ibis de suite des systemes 
rentrant dans le type classique, que I'on rencontre a propos de la rota- 
tion des corps, 



da , db do 



ou p, q, r sont censees des fonctions connues du temps /. En faisani 
usage de la substitution imaginaire employee par M. Hoppe [Journal 
de Crelle, t. LXIII, p. 122), 

6sin0 -f- 6»cos0 = I, bcosO — csinO =^ ia, oil / = ^— i, 
substitution qui donnc 

, r,db ^dc . do 

sin0 -i7 -4- COS0 -n -H '«-TT = o, 
dt dt dt 

on a, en ayant egard aux equations diflerentielles et posanl 
lang- = z. 



2 



ensuite 



dz 

^' Ti "^ ^''^ -^- (9 -^ '>)^'— {? - '>). 



.da , . . ., do 

I jr- -f- (rcos6 -h (fs\t\0)a -\- -Tj — p=^o, 



z etant determine par ravant-derniere equation (de Bernoulli), la der- 
niere donnera a par des quadratures; 6 et c s'ensuivront. De la con- 
naissance de a, fr, c on eonclura tout de suite les trois systemes par- 
ticuliersqui, pour le premier groupe (7*) par exemple, etaient desi- 
gnes par a, a\ o*"; t, t', t"; u, u', u" respectivement. 

On pent varier de diverses manieres Tintegration du systeme des 
neuf equations (7*). Je nie bornerai a I'indication suivante : on tire de 
la premifere ligne horizontale (7*) 

/ , 5 \ ,,1 p^ y^ c> — - p y 



Iia SUR LES DETKRMINANTS FOICGTIONNELS 

ee qui, en tenant compte de .1,* -+- ift,* -f- o' = i , transforme le premier 
f2:roupc vertical (7*) dans 

Db et e ctant censes remplaces par leurs valeurs precedentes dans les 
deux dernieres, dont I'une est superfine en vertu des trois autres et 
des relations (8*). La premiere des equations precedentes fera depen- 
dre oi) arbitrairement de deux fonctions cr et w bien determinees. Con- 
siderant^i, comme dependant imm^diatement de zs et a>, la substitution 
dans les deux suivantes eonduira a une equation du premier ordre et k 
une du second entre «v, zs et u, quand on aura elimine ]3 et 7 par exem- 
ple, au moyen des formes memes cr et co, ce qui devra faire dispa- 
raitre oc. 11 est facile de voir qu'on deduira de ces equations une equa- 
tion du second ordre qu'on pent considerer comme aux differen- 
tielles ordinaires, en e/o) par exemple. Les constantes introduites par 
son integration etant considerees comme des fonctions arbitraires deer, 
les Equations deja employees et la condition d'integrabilit^ conduiront 
aisement a deux equations du premier ordre entre ces constantes, d*ou 
ck) devra finalement disparaitre. 

§ V. — Systemes triplement orthogonaux. 

Les cosinus X» /x, v etant 6gaux a zero, les relations (9) se redui- 
sent a 

( /. = - mR^*^; m. = -^ nP^^; n^ = - /Q^^^ ; 
(i5) \ 

(i5*) -/Q(''^ = mP^"^ -mRW=:;»Qf^\ _nP^"^ = /R^^\ 



La multiplication des (i5*) montre que Ton doit avoir 
(16) p'"^ = o, Q^^ = o, rW = o, 

/, m, n etant supposes difPerents de z^ro. 
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Les identit^s (8) se r^duisent, en vertu de (i6), k 



(•7) 



rW_r(^)^qWpW,^„, 
(i8) iQlr^-Q;"^+R"¥''^=o, 

et n'equivalent qu'a six distinctes, comnie on peut s'en convaincre en 
(liiTerentiant chacune des trois derniferes par la variable qui n'y figure 
pas exterieurement. 
D'un autre cote, en ayant egard a (17), (18), on tire de (i5) 

de sorte que ces Equations (i5), comme on pouvait !e prevoir, ne con- 
duisent a aucune relation nouvelle entre les P, Q, R. Done les seules 
relations non identiques que doivent verifier ces dernieres fonetions 
sont exprimees par les equations (16). 

Actuellement les neuf cosinus a, fr, c»... peuvent s'exprimer d*une 
infinite de mani^res au moyen de trois fonetions ind^pendantes. Si, par 
exemple, on prend les forraules d'Euler (Duhamel, Mecanique, t. I, 
2^ edit., p. 367), qui donnent 

pcOr=cos9-^ -t-sin9Sin9-T^» 

Q('^ = — sin 9 —7 -4- COS9 sin -j^ ? 

at at 

il resulte de ee qui vient d'etre dit que la determination des systemes 
triplement orthogonaux peut se ramener : i^ k Tintegration des trois 

AnnaUs scitntifiquei dt I'tcoU Nor male supcn'eure. Tome IV. 13 
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equations 

, d^ du d^ du ddf ^ do 

(■») T^^'^'^^fdi^"' a|-^"8^?p=°' -^-^"ry'=°' 

oil 

tang- = *.. Cot«= |j^_^j ; 

2^ a la determination de /, m, n par les ^uations lineaires (i5); 
3® aux quadratures (c) (fin du §111). 

Quant k /, m, /i, qui doivent verifier les equations (i5), si Ton s*at- 
tache a /, par exeraple, Telimination de m, n montre que cette fonc- 
tion doit satisfaire aux deux equations simultanees et compatibles 

l^^^)d^^^ ^ '-^' 
(^^^ < («) 

da dy q(«) dy 

I etant connu> les equations (i5) donneront m et /i sans autre integra- 
tion. 

> Cette m6thode, que je croyais nouvelle lors de Tenvoi de la partie 
th^orique du present travail k I'lnstitut (juin i864)* ayait 6t6 Tobjet 
d*une communication anterieure de M. Bonnet (mars f86t). Ce g^o- 
mfetre avait fait la remarque que Tintegration des Equations (19) peut 
se ramener k celle d*une Equation unique du troisi^me ordre, que Ton 
obtient en ^liminant u entre ces trois equations, et considerant ensaite 
9 comme une fonction de i{/, a, /3. On peut obtenir une equation unique 
du troisieme ordre par un choix un peu different de variables. Si entre 
les trois (19) on elimine f , ce qui donne 

d^ d^ du du d^ ^ d ( +«\ / Vo\ 

da d^ da d^ dy ^y\««/ \ "i / 

et que Ton considere a, |3 comme des fonctions de w, i|/, y prises pour 
les variables independantes, on trouve par les formules relatives au 

changement de variables que^> "iT^TT ^^^^ proportionnelles a des 
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expressions qui ne dependent que de u et des d^riv^es de |3 relatives a 
^» u, 7 jusqu*au second ordre inclusivement. En exprimant que ces 
quantites proportiounelles satisfont a la condition habituelle d'integra- 
bilite, on obtient Tequation du troisifemeordreannoncee. Cette equation, 
d'une complication moyenne, peut remplacer celle de M. Bonnet, ou 
vice versa, suivani les points de vue oil Ton se place {*). * 

MSthode de M. Lamd. — En vertu de (i5) et de ce qui est dit sur le 
niouvement d'un point materiel (coordonnees curvilignes), les iden- 
tites (17), (18) reviennent k celles de Tillustre auteur relatives aux 
courbures des arcs et a leurs variations; et, en eliminant les P, Q, R, 
on est ramene naturellement aux ^vom^^^ fondamentxiux [8], [9] des 
coordonnees curvilignes (p. 76, 78) : 

(.7-) (/£)=i !!£,..., 

' \ntjf n m 

(.8-) ('A^{'<\^'2."^=o,... 

\m/fi \ i Jot n n 

Les equations (7) deviennent ici 

I dx 1 dx I dx 

et, en y introduisantj t-» — Tg? - t- au lieu de a, b, c respective- 
ment, elles deviennent 

d^x '^ dx ^m, dx 

^^^^ d^Td^-TTa'^li^d^'"'' 

^ d^x ^a dx '^/3 dx ^^y dx 

^^^ ^ 'dd^'^ldi^m^d^^JT'd^'""' 

(*) Je marquo de guillemets retourn^ toutes les parties introduites posl6rieurement a une 
reaction que M. Hermite voulut bien accepter en mars i865. et qui ne diff^re de celle 
envoy^ a Tlnstitutquepar les considerations pr^Iiminaireasur les determinants et Tadjonc- 
tion des exemples des 8§ VI et VIU. 

i5. 
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c'est-k-dire les ['ti8], [3o] des coordonndes cwvilignes. A quoi il faut 
joindre 

Conformement k la m^thode de M. Lam^, apr^s avoir trouv^ /, m, n 
au raoyen des six Equations (17*), (18*), on determine x (et pareille- 
inent^y z) au raoyen des trois (aa) et de (^3). Cette methode etant 
loin de devoir etre tout a fait abandonnee, soit que Ton prenne pour 
inconnues les rotations ou /, m, n [passage aise au inoyen de (1 5)], j'y 
joindrai les remarques suivantes : 1^ une des trois (au) est une conse- 
quence des deux autres et de (23), corame il est facile de s'en con- 
vaincreen tenant compte de (17*) et de (18*); 2** I'integration des (2:1), 
(23) se ramene k celle d'equations (21), qu'on pent trailer successive- 
ment comme aux differentielles ordinaires, ainsi que cela a ete deve- 
loppe plus generalement au § lY; 3^ il rcsulte de la premifere methode 
expos^e dans ce paragraphe que les equations (22), (a3) admettent 
trois solutions uniques et bien determinees (en mettant de cote ce qui 
tient a une transformation de coordonnees rectangulaires) qu'il pent 
etre plus aise de trouver directement par la consideration immediate 
de (22), (23), ce qui arrive, en particulier, pour les systfemes iso- 
thermes. 



§ VI. — Exemple relaXif au pricedent paragraphe . 

Les formules d'Euler peuvent etre remplacees par celles de 
M. 0. Rodrigues 

0a = I-f-X>— Y*— 2% 0ft = 2(XY-+- Z), 0C= 2(XZ — y),. . ., 
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oil = I 4- X* + T* 4- z*. Si, pour r^tablir I'homog^n^ite, on pose 

^— 5 V— ^ •— ^ . 

*"H' "^""H' '""H' 

les equations (16) pourront s'ecrire 

da da da da 

j^dn dE ^dK ydli 

dy dy dy ^ dy 

> On pent disposer du d^nominateur arbitraire H de fa^ on k remplir 
quelque condition particulifere. Si Ton fait par exemple la triple sup- 
position que I ne contient point cc, yj point /3, ^ point 7, ce qui fait 
disparaitre les termes extremes de gauche, Telimination de H entre les 
equations reduites donne les trois 

- w«^ = (w„ - v„) ( w^— u^) , 

ou Ton a fait u = log|, v = log)?, w = log^, et qui n'introduisent au- 
cune condition nouvelle, comme on le reconnait en les diff^rentiant 
par 7, ^, a respectivement. On tire, par exemple, de la premiere 

c'est-k-dire 

^ aa/3 ' «« " Ota 

— = ^oc "~ w„ -^ 

En differentiant par |3 et ayant egard.k cette meme equation, on en 
conclut 

De la, d'apres M. Liouville, 



(^Ho— Ub)' 
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II en resulte 

^ = .1,, ijs,, ( ci, — ift»), yj = ai>,e,(8 — -In), ^=ife,e,(ift,— e), 

H=k— C,K>\A>'da— filljife'rfp— Ce\e'dy; 

k est une consiante arbitraire, .i., .a>o itb* ift>t» C, 8i des fonetions arbi- 

traires de a, /3, 7 respectivemeDt, et les accents raarquent lesderivees. 

De ces six fonetions arbitraires trois peuvent etre prises pour 6c, /3, 7. c 

En supposant a^, iib, e cooatantes, on a la solution tres-particuliere 

qui donne 

0P^"''^ = 2(3(«»-i), 00^'''^= — 2a((3'-+-i). BR^^^=2a(y»— I), 

oil 

= I -f. a»(3' -f- a^y* -t- (3»y^ 

Les equations (i5) fournissent generalement les trois combinai- 
sonsP^^^T^ -f-R^*^^ = o,. .., lesquelles deviennent ici, par la sup- 
pression d*un facteur commun, immediatement integrables, et d*ou 

Ton eonclut 

(P»-f-i)m — fy'-i)/i = 90,y), 

(y*-+-i)/i -(«»— i)/=^Ka,y), 

(a»-hi)/ -((a'-i)/n=x(«.P.)- 

Tirant de la les valeurs de /, m, n et substituant dans les (i 5), on 
obtient 

d'oii, par la differentiation immediate, 
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Integrant et substituant dans les equations prec^dentes, on en con> 
dura les expressions definitives de 9, ^, y(_, et par suite 

X, JUL, V 6tant trois fonctions arbitraires. Les cosinus a, 6,... etant 
d'ailleurs exppim6s en a, /3, 7, on aura, par Tintegration de difPSren- 
tielles exactes, 

Par exemple, si I'on prend pour X, jx, v des fonctions lin^aires de a', 
/3', 7' respectivement, on conclura facilement des ^qnations obtenues 
les combinaisons suivantes : 

(p-|).r-(/-i)^=^. 
el par suite 



X 
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g, K k etant des constantes. La prCiiiiere de ces surfaces orthogonales 
se reduit a une famille de spheres si ^ = o. Si, en meme temps, A = o, 
la seconde se transforme aussi en famille spherique, la troisifeme res- 
tant toujours du quatrifeme ordre. 

> Get exemple preseute cette circonstance que /, m, n renferment 
trois fonctions arbitraires d'une variable difTerente et leurs d^riv^es 
premieres. II m'a paru au moins curieux de savoir si d'autres systemes 
orthogonaux ne jouiraient pas de la meme propriety. Par Temploi des 
coefficients indetermines, on reconnait, en ayani ^gard k (i5), (17), 
(18), que les conditions necessaires et suffisantes pour qu'il en soit 
ainsi sont 

R^^)_ pW_ qW__ 

a, b, c 6tant trois fonctions arbitraires qui manquent de a, |3, 7 res- 
pectivement. 

Ces relations donnent, en ayant egard a (17) dans Tintervalle des 
transformations, 

«<"q''' \ _ ,(.)»(« 

'T^ir" 

On forme ainsi le triple groupe 

(«)!_QWQW = (lOgOW),,=..., 

-P^)pW=(iogP%,=.... 

De la comparaison des membres logarithmiques on conclut, avec 
un peu d'attention, que'Ton pent adopter, sous la forme la plus gene- 
rale possible, 

(«')P^^=0C, P^^^ = 0B'. Q^'''^=0A, Q^*^=:0C'; Vi^'K^B^, R^^^=0A'. 

9 etant une fonction tout a fait indeterminee, et A, A\ . . . des fonctions 
arbitraireade I'espece a, b, c. 
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Maintenant les (17), (18) fournissent generalement les combinaisons 
visibles 

el deux autres analogues, 

i p03)p(-/^ _ p(-/) pW3) _ q(-/)q(«) __ Q^Qiv) 

I =: R^"^R^^^ - R^^^R "^ = p(/3)Q^/) j^(a) _^ p('/)q(«)r(^-\ 

qui, abstraction faite (hi tlernier membre de (7), presentent eelte pro- 
priete de rester absolument les menies lorsque les lettres qui y figurent 
sont multipliees par un menle facteur quelconque. 

La substitution, dans (|3), des valeurs precedentes de V^^\ P^^\ . . . , 
fournit 



a; b 


b; c 


t;, A 


A,3 C'' 


By A'* 


C, B 



d'oii, en differentiant par a, jS, 7 respectivement, on ronclut ces 
formes plus circonscrites 

A^OaUb, B^^cAoiC, C^Ubaai,, 

B'=Gio\>i, C = eiloaaJbi, A'^lJba©!, 

I, =\e<, ci2 6tanl <les fonelions arbitraires de a seul, etc.; mais la verifi- 
cation complete des equations non differentiees exige que 

\\V _ _£\_ _ Z' __ Xj^ _ . A! __ Db\ _ , 

g, A, )t elant des constantes qu'on pent evidemment supposer egales a 
Tunite. Ces equations fournissent -.wC — -A,,oi>', =0, Les trois con- 
stantes qu'introduisait Tintegration de ces dernieres doivent etre egales 
pour la coincidence des trois valeurs de 6 deduites de (7). D'apres cela, 
il est visible qu'on peut prendre 

• i> — - a h —^ '.■loi ^^^ — OC -\r — » - «"j — — — » • • • ? 
Annales scientifit/uex tie CRcole Normale sttperieure. Tome IV'. lO 
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et, pi)r suite. 



e = 



2«?y 



i-h «'(3^-^«'y»H- (3')/' 



On relombe ainsi sur Texemple precedent. 

Si des expressions de a?, j, z relatives a cet exemple, considerees 
deux a deux, on elimine les fonctions arbitraires dent la derivee 
manque, on reconnait que toutes les lignes de courburc des surfaces 
orthogonales sont planes. Si Ton voulait cheroher, en partant des equa* 
tions aux rotations (17), (18), tons les pareils systemes, on aurait 
d'abord, pour exprimer que toutes les lignes de courbure sont planes, 

|^(«) pW q(7^ __ 

on trouverait deux groupes analogues a (a) et (a'), sauf qu'il faut 

echanger les indices superieurs de V^\ P^''^; — Alors il faut commen- 
cer de particulariser les fonctions arbitraires A, A',..., autant que 
possible, au moyen des deux premieres (7). Par la consideration 
({'equations lineaires du troisieme ordre et aux differentielles ordi- 
naires, on obtient des formes comparativement tres-reduites pour 

les A, A', On continue de les circonscrire par le groupe ( j3) ; mais 

je supprime cette analyse, qui exige des details un peu minulieux. t 

J^ Vll. — Systeme triplement orthogonal et Lwtherme. 

Plusieurs eminents geometres ont cherche a simplifier, par des con- 
siderations empruntees principalement a la Geometric inBnitesimale, 
la methode au moyen de laquelle Tillustre auteur des Coordonnees cur- 
^mgnes a montre que le systeme ellipsoidal etail le seul triplement or- 
thogonal et isotherme. L'importance du sujet me determine a indiquer 
quelques modifications qui me paraissent donner a cette methode 
toute la rigueur et la simplicite analytique que Ton pent desirer. 

La condition d'isothermie donnant [Coordonndes curvilignes^ P* 9^) 

/rzrBC, m = AC, n = AB, 
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A, B, C etant des fonctions arbitraires qui manquent de a, ]3. 7 respeo- 
tivemenl, les relations (17*) deviennent 

^^="B://^(f/V^' ^""x://"^c;^«' ^=r,^^-^K^-' 

les variables placees en indices indiquant loujours les derivations par- 
lielles relatives a ces variables. 

De la premiere on deduit, en differentiant deux fois par a, 

d'ou, en excluant tout a fait I'hypothese de A3 ou A. nul, 



_B\ "" / C^\ "" da 



les deux premiers rapports devant etre respectivement independants 
de /2 et de 7. De la 

l-=/(y)x(«)-H/(y), i^ = f((3)x(«) + f.(P). 

les/et ;^ etant des fonctions arbitraires. II en resulte, eu remontant, 

o = A./(y) + A^f(P), A = Ay/(y)-hA^f.((3). 
La premiere, en posant 

et designant par $ une fonction arbitraire, donne 

A = «D(v), Ay = <I»'(v)nj'(y), A^= - <I»'(v)«'(p). 

Done, en vertu de ia seconde, 

16. 
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el, en differeDtiant tour k tour par 7 et j3, 

^'(v)c3'(y) = [^'(y)/(y)y, Y'(v)a>'(!3) = L«'(?)f.(P)]'- 

Par suite 

A:, K, A, H etant des constantes arbitraires. La forme necessaire de A 
etanl reconnue, et par suite aussi celle de B, C, la verification simul- 
lanee de (17') donne sous la forme la plus generale possible 

^^^ gf gi* 8 if P sont des constantes quelconques. II y a une deuxieme 
forme, exponentielle, qui correspond a k infini, mais on reconnaitra 
sans peine qu'elle ne pent verifier les (18*). 
D'apres ces valeurs, la premiere (18*) devient 

( 2(ift, - eyg.K.''^ 2(e - ^^o)pg, m\>^ = (ii:^^ ~ e^rj) (^*-» - ^Yg-^'' 

si on I'ajoute aux deux autres, obtenues par une permutation circu- 
laire des lettres, il vient 

r/hypothese du second facteur nul, lorsqu'on pose 

g^K>''=zv, gyS^'* = y, ^,e"=W, 

etque Ton prend ji^, ^, c pour les variables independanles, donne, 
par deux differentiations relatives k x^ 

(ift, — ey-*-*\j -+- ( G — ^y-^^y -+- ( -a. — ifi>)''+*w = o, 
(\)i — ey^' -_H. _ (^ H_ ^)(e — ^cy-^^ v -f- ( 1? -h 2)(^t — ifi,y+' w = o, 

(\ft) — ay+' J— -H (/I -h 2)(/n- 1 )(e — xyy h- (/^ -+- 2)(/i -h 1 )(.i — \ii>y w = o. 
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Si Ton suppose p = — 2, la premifere de ces equations fournit 
pour u, V, w des valeurs constantes qui verifient les equations (jie,j, 
mais correspondent a un systeme isotherme imaginaire, qu'on pent en 
consequence rejeter. On reconnait d'un autre cote que la supposi- 

tion/?= —I, qui donnerait ^-— = ^» ^^ P®^^ s'accorder avec (^^j. 

ip-hi) et {p -\- 2) etant differents de zero, I'elimination de v, \v 
entre les trois equations precedentes donne une equation du second 
ordre en u qui conduit a la valeur inadmissible u = o. L'equation (\)j,) 
exige done forcement que Ton prenne /? = i . En se rappelant que 

i/, w . // ^u ,, , , „ dv 

Tequation [x) devient alors 



(: 






Isolant w et differentiant trois fois de suite par x^ on obtient, apres 
la suppression du facteur (lU, — e), que la premiere differentiation 
introduit, 

{X — IJi))' -7— — 4(<A> — lib) -T-r -+- 6u = 2{X — yih) -T-r -h 6v, 

Done X, X|, X2 etant des constantes arbitraires, on aura, en remontant 
ou par symetrie, 

u = fX' -t- XA)* -h X, A) -h X,, 

V = ift)» -h Xilb' -f- X.ill) -h X,, 

w = e» -t- XG' -+-X,e -h X,, 
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et par suite, u, v, w ayant ces valeurs, 

v4 v^ v1 

Quant a ia determination finale de or, j^, z, il n'y a rien a subslituer 
au calcul de M. Lame. 



J^ VIII. — Sy Sterne orthogonal deduit du systeme elUpt'ujue. 

Lorsqu'on connait un systeme orthogonal particulier, on peut en de- 

duire les cosinus a, b, c,. . . et les P^'^\ 1?'^\. . . en a, j3, y. Si Ton sub- 
stitue ces valeurs particulieres des P, Q, R dans les equations (i5j, et 
qu'on integre ces dernieres equations en prenant /, m, n pour in- 
connues, onobtiendra les expressions de ces inconnues avec trois fonc- 
tions arbitraires generalement. Puis, en conservant les valeurs parti- 
culieres des a, i>, c, . . . on aura les x, j, z par des quadratures. Voici 
un exemple propre a montrer Timportance de cette remarque. En po- 
sant 

. r- -A 

(A-/i-)(A^-y)(j-A)' 

A, k,j ctant des constantes, les formules relatives au systeme ellip- 
tique peuvent s'ecrire, eu supposant a > ]3 > 7, 



.r. = v/G(A--j)(a-/0((3-A)(y~A). /. = v^(a- P)(a - y), 

r. = \/G(j-/0(a-/rj(P-A-)(y-/r) , I m,= v/fT^TT^^l • 

Les valeurs correspondantes des P, Q, R seront, d'aprfes (i5), 






Substituant ces valeurs dans les memes equations (i5), (20), oil Ton 
regarde actuellemenl /^m, n comme trois fonctions inconnues, les (20) 
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(lonneront, pour determiner /, 

</'/ flg-hy — 2(3 rf/ / _ 

dady'^ i[oc— ^)(a — y) dy "^ 4(a — yf ""^* 

Si Ton pose 1= ItU, et ulterieuremenl m = /Wi (^, /i = /i^ qp;, les deux 
equations precedentes deviendront, en observant que /« est une de 
leurs solutions communes, 

^ , d^u . rfw du 
, , d^u ^ du du 

(!es equations admettent la solution simple 



- 1 



(a-0v^(«-0((3-0(y-0 

T, / etant des constantes quelconques. Les equations (i5) fournissent 
les valeurs simples et correspondantes de v, w, et Ton a la solution 
tr^s-generale 

T 



. u = 2 



i' = l 



(V = 2 



(«-/)v/(«-/H|3-0(y-0 

T 

(i3-0V(«-0(P-0(y-0 

T 

(y-t) v/(«- 0(13-0(7=^) ' 



le 2 s'ctendant a toutes les valeurs qu'on voudra de T, t. Pour trou 
ver -T, y, z on prendra 



._! dx,_ ■ ^ / G{k-j){p-k){y-h ) ._ 
"-7;rfa~2/.V {a — /i) ' 

et par rintegration des differentielles exactes (c), § III, on trouvera 

.r = v/G(A— y)(a-A)((3-A)(y-A) 2 J , 

(A — /)v(« — 0(P— ')(*/ — ') 
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y=^G{j-h)(cc-/,-)[p-f,-)[y-k)l 



— f 



(A--/)v^(a-O{P~O(y-0 

T 



Les systemes, en nombre infini, compris dans ces formules, ont evi 
demment la meme image spherique que le systeme elliptique. 



^ IX. — Des surfaces applicah/es. 

J'introduis ce dernier paragraphe pour raltaeher a la theorie gene- 
rale des coordonnees curvilignes la theorie partielle de la deformation 
des surfaces, qu'il est impossible de deduire des formules deM. Lame. 
Si dans les equations (i5;, § V, on introduit Thypothese n = o, elles 

deviennent ly = o, my = o, P^''^ = o, Q^'^^ = o, R^''^ = o, et 

(.4) R-=-^, R^'^''^:^, mpW + /Q('') = o. 

m I 

On ne peut plus faire usage des relations (17), (18) ou (i7')» (18'), 

etablies sous la condition expresse de P'*^ Q^'^^ R^'-^^ egaux a zero. 
Mais en revenant aux idenlites (8), oil celte supposition n'a pas ete 
introduite, et oil Ton fera X = o, /jl = o, v = o, on aura ici, en ayant 
egard a (24)» 

( '.5 ) Q;) - Qf -H 'Hf p(«) + i' P^'^^ = o, 

Les equations (24), (^5) correspondent au probleme de V application 
des surfaces quand / et m sont donnes en a, /3. Dans ie cas particulier 

de /= I, on retombe, en eliminant Q^^^ sur les equations /o/irfome/i- 
tales de M. Bour {Journal de rEcole Polj technique^ XXXIX* Cahier). 

Lprsqu'on aura tire de ces equations les valeurs de P^"\ P^'^^ Q^*\ Q^'^ , 
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on obtiendra les cosinus par rintegration des equations (7), qui sont 



ici 



da~ m ^^ ' d^ I ^^ ' 

(2b) / _- — cP^ ^-^-a-^, -- = cP^'^^ — a -7-9 

\ dec m dp I 

aa ap 

el qui out ete considerees plus generalement au § IV. On aura ensuite 
X, y, z par les ^nations (c), § III. 

Si Ton veut se debarrasser de toute espece d'auxiliaires el determiner 

directement x, par exemple, il n'y aura qu'a eliminer P^"\ P^^\ Q^"\ Q^^^ 
entre (26) et la premifere (25). On obtiendra ainsi 



(27) 

m 



\(^A\ ("1i\^ dadb^dadb^ 
l\mj^'^ \ / ;«J "^ da d^ r/(3 doc 

^a/ da ^ ,db\ 1^1 da ^,db\ 



oil Ton remplaeera c^ par i ~ a^ — 6^, a et 6 par 7 j- ^t — ^9 cequi 

fournit Tequation du second ordre que doit verifier une quelconque des 
coordonnees Xy y, z, 

Un autre mode de solution resulte de Temploi des formules d'Euler, 
lesquelles transforment {i[\) dans 

-f- H- COS0 -r- — -'> 

aoL da m 

d(D . d^ '^v 

_2 + cose^ = -^, 



m 



do . . .d^\ ,/ . do . .d^ 



Les equations (25) sont alors de simples identites. Lorsque 9, \lf, 6 out 
ete determinees en a, |3 par ces trois equations, les formules d'Euler 

Annates scUntifiques de VEcoU Aormaie sup^rieure. Tom« IV. 1 7 
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donnent tout de suite les cosinus, et les quadratures (c)f § 111, four- 
nissent enfin x, j, z (*). 

» Des equations des lignes de courbure d'une quelconque des sur- 
faces considerees, savoir 

iVoix 

On conclut, en comparant avec la premiere (^^5), que le produil des 
inverses des rayons principaux de courbure est 



nii[\m)^^\ / ;J' 



En designant par J^^^da, v^'^^da, s '^^ les angles de contingence, de tor- 
sion, et rinclinaison, sur le plan tangent, de la courbe ]S = const., 

en appelant oJ^^d^, u^^^rf/3, £^'^^ les quantites analogues pour la courbe 

a = const. {e^°'\ €^^^ sont comptes a partir du plan osculateur corres- 
pondant, en supposant que celui-ci tourne autour de la tangente dans 
le sens direct) il est facile de voir geometriquement ou analytique- 
ment que 

r 

H =r,)' cose , R' :-:o)^ rose \ 

Lorsque, pour une surface individuelle, a = const, j3 = const, cor- 
respondent aux lignes de courbure, il resulte des equations ci-dessus, 

relatives a ces lignes, P^"^ = o, Q^'^ = o. Dans ce cas u^"*^ -h B^f' = o, de 
fagon que, si la ligne est plane, le rapport —r^ ne depend point de a. 

(* ) J'ai appris que les resultats ci-dessus avaient 6l6 ^lablis par M. Codani, mais je ne sais 
a quelle ^poque precise. 
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Uernarque finale. — S'W s'agissail d'etablir le plus simplement pos- 
sible Ics divcrses formules relatives, soil aux surfaces applicables, soit 
aux systemes triplemenl orlbogonaux, il suffirail evidemment de 
prendre les formules classiques de la Meeanique qui donnent les va- 
riations des cosinus au moyen des composantes des rotations. On ecri- 
rail deux fois res e<juations dans le premier cas, troisdans le second, 
avec des composantes de rotations differentes (les deux ou trois 
groupes (7*), § IV, par exemple), on ecrirait le groupe (8*) (meme 
paragrapbej, que je presume avoir etabli, le premier, dans sa genera- 
lite; puis, en faisant coincider les axes rectangulaires mobiles avec les 
tangentes aux trajectoires orthogonales de la surface (le troisieme avec 
la normale), on relrouverait les formules du present paragraphe, tandis 
qu'en les faisant coincider avec les tangentes aux courbes d'intersec- 
tion des trois surfaces ortbogonales, on obtiendrail les formules rela- 
tives a cette theorie. C'est cette derniere marche qu'a adoptee M. Bonnet 
en employant tout de suite les formules d'Euler, ce qui lui a dissimule 
un peu, ce me semble, le role des rotations partielles, dont la compo- 
sition analytique, negligee par M. Lame, avait, d'un autre cote, laisse 
steriles pourcet illustre geometre les trois conditions geomeiriquement 

evidentes P "^ =-- o, Q '^^ = o, R^''^ = o. • 
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MEMOIRE 



SUR LA 



TH^ORIE MECANIQUE DE L'ELECTRFCITI 



MASSE toCTRIQUE DES CORPS CONDUCTEURS, 



Par M. MARIE-DAVY. 



Dans le second fascicule de mes Memoires, pubiie en 1862, j*annon- 
cais comme devant paraitre prochainement Irois Memoires traitant, 
Fun du pouvoir electromoteur des piles thermo-electriques , I'autre de 
la pression electromotrice des diverses piles, le dernier de la transfor- 
mation de la force vive eleclrique en travail mecanique. Ces Memoires 
etaient alors tres-avances; mais j'ai du suspendre mes reclierches sur 
Telectricite pour me livrer a d'autres etudes. J'ai pu reprendre recem- 
ment la question des pressions electromotrices; elle fait I'objet du pre- 
sent Memoire, et m'a permis, dans I'ordre d'idees oil je me suis place, 
de determiner la masse de la substance qui, dans un corps conducteur, 
participe au mouvement electrique. C'est cette masse que j'appelle 
masse Electrique du conducteur. 

Pour I'intelligence de cequi va suivre, je crois necessaire deresumer 
rapidement mes travaux anterieurs. 

Dans ma pensee, Telectricite dynamique est due a un mouvement 
vibratoiredissymelrique, c'est-a-dire dans lequel I'element vibrant exe- 
cute des excursions inegales des deux cotes de sa position d'^quilibre 
normal, avec deplacement graduel de cette position d'equilibre. Cette 
dissymetrie aurait pour cause statique la dissymetrie des surfaces de 
contact de deux corps differcnts, et, pour cause dynamique^ le travail 
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moleeulaiive qui s'execute en ces surfaces dans les piles ordinaires, ou 
dans la force vive qui leur esi apportee sous forme de chaleur dans les 
piles ihermo-eleclriques. Celtc pensee date chez moi de vingt ans; elle 
in'a servi de guide dans toutes mes recherches. Ce n'est toutefois qu'une 
hypothese, ct, tout en laissant involonlairemenl percer dans mes ecrits 
mes preoccupations theoriques, je ne Tai jamais coQsider6e que comme 
un instrument de recherches et un stimulant au travail. 

Envisagcant releclricite comme quelque chose qui se meut, j'ai base 
mes formules sur Ics principes elementaires de la dynamique, sans y 
fairc intervenir en rien la nature du mouvement, laissant a Fexperience 
le soin de decider sur ce dernier point. On no retrouvera done pas 
dans ce qui suit une melhode analytique directe allant au but par le 
chemin le plus court; mais une serie de tatonnements, oil chaque pas 
en avant est appuye sur une donnee experimentale. Si mes conclusions 
sont jugees etre, dans une mesure sulfisante, d'accord avec les faits, 
quelque geometre pourra reprendrei la question par des procedes plus 
precis, montrer les points restes en souffrance et provoquer de nou- 
velles experiences. 

Etat variable des courants, 

Les propositions sur lesquelles je me suis appuye sont les suivanies : 

I*" Que Telectricile se transmette dans ses eonducteurs comme la 
lumicre et la chaleur se transmettent au travers du vide ou des corps 
diaphanes et diathermancs, ou bien qu'elle se propage de molecule a 
molecule comme le fait la chaleur dans les corps athermanes, cetle 
transmission ou propagation se fait dans un temps excessivement court 
et negligeable lorsque le circuit n'a que quelques dizaines de metres 
de longueur. 

i"^ L'inlensite d'un courant est proportionnelle, toutes choses egales 
d'ailleurs, a la vitesse v du mouvement electrique qui le constitue : 
mouvement qu'il ne faut pas confondre avec sa vitesse V de transmis- 
sion ou de propagation. L'intensile du courant est en meme temps pro- 
portionnelle ^ la masse m en mouvement, et, par consequent, propor- 
tionnelle au produit mv, 

'5® La resistance R qu'un courant electrique eprouve de la part de 
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ses conducleurs croit proportionaellement a la vitesse (^ du mouvement, 
toutes autres choses egales d*ailieurs. 

4*^ La resistance d'un conducleur croit en meme temps proportion- 
nellement a sa longueur, le courant restant ie meme. 

Ces divers points poses, si, considerant un element dl quelconque 
du circuit, j'appelle 7 Tacceleration due a la difference des pressions 
electromotrices des deux cotes de cet element, v la vitesse du mouve- 
ment clectrique au meme point au bout du temps /compte a partir du 
moment oil le circuit est ferme, et § Tacceleration negative due a la 
resistance qu'un mouvement d'unc vitesse egale 1 rencontre dans 
I'unite de longueur d'un circuit identique a Felement rf/, j'aurai 

( 1 ) -r- =z y — 6.f .rf/. 

at * 

La pression electromotrice ne se transmettant pas dans un temps ri- 
gonreusement nul au travers de toute la longueur du circuit, y est, en 
realite, elle-meme une fonction du temps/. L' equation differentielle f 1 ) 
deviendrait done tres-compliquee si onvoulaitla rendre explicite. Mais 
comme la vitesse V de transmission ou propagation de Telectricite est 
excessivement grande, si le conducteur n'a que quelques dizaines de 
metres de longueur, on pent y considerer cette vitesse V comme infinie : 
Terreur ne sera pas d'un millionieme de seconde. La pression electro- 
motrice se repartira instantanement sur toute la longueur de la masse 
electrique a mouvoir, etl'equation differentielle prendra la forme simple 
que nous lui avons donnee plus haut. On pent la mettre encore sous 
une autre forme. 

Quelque complexe que soit le circuit d'une pile, on pent remplacer 
par la pensee chacune de ses parlies par une longueur equivalente d'un 
conducteur normal de section egale a Tunile. Soit / la longueur totale 
de ce conducteur, dont la resistance equivaut k celle du circuit total; 
soit m la masse electrique de Tunite de longueur de ce conducteur; ' 
soit A la pression electromotrice totale de la pile. La difference des 
pressions aux deux extremites de Tunite de longueur du circuit hypo- 

thetiquesera ^? et Tacceleration sera y = — • D'un autre cote, la force 



Iv% MEMOIRE SUR LA THEORIE MEGANIQUE 

resistante de Tunite de longueur sera bi^ et son acceleration negative 

b p 
sera — p = ov. 
m 

Nous aurons done 

rfi' A 6 A . 

at ml m ml 

D'oii, en integrant de o a /, 

(3) . = _^^(. _.--). 

L'intensite i du courant, proportionnelle a m^^, pent etre representee 
par kmi^, k etant un coefficient variable avec I'unite adoptee dans la 
mesure de i. L'equation (3) devient alors 

De ce qui precede, nous deduisonsa la fois les lois de Tetatvariable 
et celles de T^lat permanent. 

Dans Tetat permanent -^ = o, ce qui donne 

/cx / I A 

(5) m.= j=z--. 

Et comme Tetat permanent n'est obtenu qu'apres un certain temps, el 
que ce temps est tres-court, nous en concluons que S est plus grand 
que Tunite et de plus tres-eleve. En faisant en effet S/ = oo dans Tequa- 
tion (4) nous retombons sur Tequation (5). 

Mon premier et mon second Menioire ( r^ fascicule) sont consacres 
au choix et a la fixation d'une unite d'intensite de courant et d'une 
unite de resistance. Le troisieme a pour objet la determination de 6. 

Les formules qui, dans ce dernier Memoire, me permettent de de- 
duire S des donnees de Texperiencc sont homogenes par rapport a i; 
elles sont done independantes de Tunite de courant adoptee; dies sont 
•egalement independantes de m. 

Or, en operant sur des conducteurs tres-divcrs, cuivre, fer, plomb, 
platine, sulfate de cuivre en dissolution, j'ai trouve pour S des nombres 
variant dans des limites qui ne depassent pas les limites d'erreur pos- 
sible des experiences. Deux des nombres les plus eloignes, 18800 et 
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1 7600 ont ete obteDus avec le meme fil de pUtine dans deux experiences 
oil rintensite du courant avait varie seulement de 17,2 a i7,4» toutes 
autres choses egales d*ailleurs. II est d'autant plus permis, dans une 
premiere approximation, de considerer ces nombres comme constants, 
qu'il suffit de replier lefil sur lui-meme pour r^duire a moitie la valeur 
de 6. J'ai pris S = aoooo en nombre rond. 

De la Constance de § et de sa valeur elevee decoulent plusieurs con- 
sequences, entre autres celle-ci. Dans un circuit d'une nature quel- 
conque dont les parties ne s'influencent pas mutuellement et dont le 
courant n'execute- aucun travail exterieur, ce courant arrive a son etat 
permanent, a un millieme de son intensite pres, au bout de 3-5^ de 
seconde environ. Cette dur6e de T^tat variable augmente quand le cou- 
rant execute un travail exterieur. 



ConduetibilitS des corps. 

Dans notre equation (2) j est la difference des pressions electromo- 

trices exercees aux deux extremites de I'unite de longueur du circuit 

hypothetique, A etant la pression electromotrice totale de la pile. —, 

est Tacceleration due a cette difference de pression; c'est ce que nous 
avons appele y. L'acceleration due a la pression electromotrice totale 
agissant sur la meme masse m sera done egale k 7/. Je pose y/=G. 
J'aurai alors A = mG; et, si j'appelle fx la masse electrique de Tunite 
de volume de mon conducteur hypothetique et 5 sa section, nous 
aurons m = fi5 et 

(6) A = |UL5G. 

Les equations (3), (4) et (5) deviennent alors : 

(7) . = i^(._e-n 

(8) j^=' G£^(._e-n 

II G|UL5 

<9^ 1 = 1 I 

Annales scieniifiques dc VEcole Normale supSrieure. Tome IV. lo 
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Or, depuis les travaux deMM. Ohm, Fechner et Pouillet, on saitque 
les lois de la pile se resument dans la formule suivante : 

dans laquelle B est ce que Ton appelle force electromotrice de la pile, 
et oil c, 5 et / representent la conductibilite, la section et la longueur 
du conducteur hypothetique substiiue aux diverses parties du circuit 

reel. Sans nous occuper pour le moment des lermes B et g> qui, dans 

Tune et Tautre formule, sont des quantites constantes, nous sommes 
conduit par la comparaison de ces deux equations a considerer c comma 
proportionnel a [i\ c'est-a-dire que la conductibilite d'une substance 
seralt proportionnelle a la masse electrique de Tunite de volume de 
cette substance. 

D'un autre cote, la force resistante r de I'unite de longueur de notre 
conducteur hypothetique est egale a Sm^, ou a ^[lsv. En rappelant 

que T = mv = ^istfy nous en deduisons 

(If) '•=^r 

Cette resistance est done proportionnelle a Tintensite i du couraut; 
mais elle est independante de la nature du conducteur, puisque le 
coefficient § en est independant lui-meme. 

Le travail resistant Tr de Tunite de longueur de notre conducteur 
hypothetique est egal a rv. Nous aurons done 

'IMS A"'^ 

ce travail resistant est proportionnel au carre de Tintensite du courant; 
mais en meme temps il depend, par fi, de la nature du conducteur : il 
varie en raison inverse de la masse electrique de ce conducteur. 

Si aucun changement moleculaire de nature physique ou chimique 
n'est produit par le courant, le travail resistant Tr apparaitra tout 

entier sous forme de chaleur; ^iisi^^ = — ^ sera done I'equivalent de 
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la quantile de i^haleur deposee durant cbaque seconde dans runile de 

longueur de notre conducteur par le eourant t- En designanl par q 

( ette quantite et par e Tequivalent mecanique de runile de chaleur 
employee pour exprimer q^ nous aurons 

q est proportionnel au carre de /. 

Or les experiences de M. Joule nous ont appris que la quautitr <le 
<*haleur deposee par seconde dans Tunile de longueur d'un conducleur 
par un courant d'intensite i, est proportionnelle au carre de i et en 
raison inverse de la section du conducteur et du degre de conductibi- 
lite de la substance dont il est forme. Ces lois se resument dans la for- 
mule suivante : 

(.4) 9 = i>i;. 

En comparaut entre elles les formules (i3) et (14)9 nous arrivons 
encore a cette conclusion que cdoit etre proportionnel a fi. 
En posant c = ajui, les equations (9) el (i3) deviennent 

, ^ II (16*5 

(i5) 



(16) 



h"' ^ al ' 
en I' 



^ " ecs If^ 

Ces deux dernieres equations donnent a leur lour, 
on bien encore, 

(l8) ^/=: - /yL5Gl'= - Al'. 

Cest-a-dire que la qualite lotale de chaleur deposee par seconde dans 
lout le circuit est Tequivalent du travail de la pression electromotrice 
de la pile, quelles que soienl la nature el les dimensions du circuit, ce 

qui est conforme aux resultats de MM. Favre et Silbermann. 

18. 
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Avant d'aller plus loin, voyons comment, d'apres les diverses hypo- 
theses admises pourTelectricite, on pent comprendre la proportionna- 
lite entre la conductibilite d'un corps et la masse electrique de son 
unite de volume. 

1*^ Theorie des deux Jluides. — A une epoque peu cloignee de nous, 
la theorie des deux fluides etait admise par la generalitedes physiciens; 
elle Test meme encore aujourd'hui par un grand nombre d'entre eux, 
Dans cette theorie, chaque element d'electricite neutre du conducteur 
est decompose par Telenient anterieur ; son electricite positive est 
poussee en avant pour produire une decomposition pareille sur Tele- 
ment suivant ; son electricite negative est attiree en arriere et se com- 
bine avec Telectricite positive de Telement anterieur, pour reconstituer 
du fluide neutre propre a subir indefmiment le meme effet. La vitesse V 
de propagation de I'electricite depend de la vitesse avec laquelle la 
polarite des elements de fluide neutre se propage d'un bout a Tautre 
du conducteur; la vitesse v du mouvement electrique depend de la 
vitesse avec laquelle les deux fluides se separent sur un element et 
se reunissent de nouveau entre fluides fournis par deux elements 
consecutifs. 

Rien n'empeche d'admettre, dans cette theorie, que la conductibilite 
d'une substance soit proportionnelle a la masse [l des elements de 
fluide neutre contenus dans son unite de volume. La decomposition du 
fluide neutre et sa recomposition alternatives s'opereraient avec une 
vitesse d'autanl moindre, pour produire un memecourant, que la masse 
de ce fluide neutre serait plus grande. On Tadmet sans difficulte pour 
un memo conducteur dont la section varie ; il n'est pas plus difficile de 
radmeltrc en passant d'un conducteur a un autre. 

2" Theorie d' un seuljluide. — Pour les physiciens qui considerent un 
courant electrique comme un veritable flux d'un fluide particulier au 
travers du conducteur, on arrive a une conclusion analogue. La meme 
quantite de fluide circule au traters de toutes les sections d'un meme 
circuit, homogene ou non de nature et de section. En admettant, ce qui 
est facile, que le fluide se repande uniformement dans toute Tetendue 
de chaque section, et qu'il y conserve la meme densite, la masse de 
fluide en circulation dans un conducteur de longueur 1 sera propor- 
tionnelle a la section du conducteur, et aussi proportionnelle a la 
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somme des ouvertures des canaux qui, dans runite de section, livrent 
passage au fluide. La conductibilite d'une substance sera proportion- 
nelle a cette derniere somme. 

Cette theorie d'ailleurs peut etre comprise d'une autre maniere : 
rien, en effet, n'oblige a supposer que le fluide electrique soit distinct 
de Tether. L'identite des deux fluides admise, nous retrouverions la 
distinction des deux vitesses V et i^. V, vitesse de propagation de 
I'electricite, serait la vitesse avec laquelle la pression electromotrice 
se propage dans toute la longueur du conducteur; (^, vitesse du mou- 
vement electrique, serait la vitesse de translation de Tether. Dans ce 
dernier cas, fx representerait la masse de Tether qui, dans Tunite de 
volume d'une substance donnee, peut se deplacer dans le sens du cou- 
rant pour produire ce dernier. 

3° Throne des vibrations. — Reste une derniere hypothese, celle du 
mouvementvibratoire. Ici, c'est Tether intraparticulaire, en y compre- 
nant tout ou partie des atmospheres elherees des elements materiels, 
qui entrerait en vibration electrique; rien n'empecherait meme que les 
elements materiels y participassent dans une certaine mesure. [x expri- 
merait encore la masse vibrant electriquement dans Tunite de volume 

du conducteur. i^ aurait pour expression - / j^> dans laquelle t 

serait la duree d'une demi-oscillation simple eidoc la projection, sur la 
direction du courant, de Tare de courbe parcouru pendant le temps 
dr par Telement vibrant. Nous reviendrons plus loin sur ce point. 

Jusqu'a present, rien ne nous oblige a nous prononcer entre ces trois 
theories. Nous admettons seulement que la conductibilite d'une sul>- 
slance est proportionnelle a la masse du fluide conducteur du mouve- 
mont electrique, ou le constituant, qui est contenu dans Tunite de 
volume de cette substance. Chacune des trois hypotheses peut salis- 
faire a cette condition; voyons maintenant ce que dit Texperience. 

Mon quatrieme Memoire (2"* fascicule 1862) a pour objet Tetude 
des conductibilites des diverses dissolutions salines. 

On admeten physique que le carre de'Tindice de refraction absolue 
d*un corps est proportionnel a la densite de Tether conducteur du 
mouvement lumineux dans ce corps. Or, des experiences nombreuses, 
faites avec un tres-grand soin par divers pliysiciens, et en dernier lieu 
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motrice imprimerait a la masse electrique [is (*); son expression nu- 
merique est done essentieliement variable avec le conducteur adopte 
comme conducteur normal. Et, en efTet, on trouve pour une meme pile 
autant de valours de G que Ton emploie pour i d'unites d'intensites 
difTerentes, et pour conducteur normal de substances diverses. 
Rapprochons les equations (9) et (i3) 

Comme jusqu'a present notre unite d'iutensite de courant est arbi- 
traire, ainsi que la substance choisie pour conducteur normal, nous 
pouvons determiner Tune et Tautre par cette double condition que 

G 

q = I pour I = I , et que 1= -j-' 

La premifere condition donne 

(21) Q=:eiJLS/f\ 

la seconde donne 

(22) Q=:hfJ.S; 

nous en deduisons 



I 



(23) *• = - 



e 



(24) fxs = ^e. 

Avec ces donnees, les equations (9) et (i3j deviennent ^ 

(25) q = i' 

(26) i7 = G 

(27) ql=Gi. 

q est la quantite de chaleur deposee durant une seconde par le 
courant / dans Tunite de longueur du conducteur; ^/ est la quantite 
totale de chaleur deposee dans le circuit : elle est egale a Gi, et 
pour 1=1, q'V = G. 

(*) Dans I'hypothdse d'une circulation continue; dans rhvpoth^ des vibrations, c'est une 
force vive (voir plus loin). 
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Les experiences de Faraday nous ont appris que dans une pile ordi- 
naire, ou pile hydro-electrique, la quantite p de metal dissous ou reduit 
par seconde est proportionnelle a i et a Tequivalent cliimique P du 
metal; en sorte que p = Pai dans laquelle a est une constante arbi- 
traire. En designant par ^ et Q les quantites de chaleur degagees 
par les poids /? et P du metal dissous dans la pile, nous aurons encore 

q = Quit d'oii i = -^. L*equation (27) devient alors y/=G-^» et 

pour I = r , 

Si nous supposons a = i , /?' devient egal a P et y' a Q, en meme temps 
queq^l' = G. Les experiences de M. Favre ont montre, en outre, que 
q'l' = Q; nous en concluons que G = Q. 

Nous avons done un moyen pratique de determiner a la fois notre 
conducleur normal et notre unite d'intensite de courant, conformement 
aux conventions ci-dessus. Notre unite d'intensite de courant sera celle 
qui, en une seconde de temps, dissout ou reduit un equivalent de 
metal; notre conducteur normal sera celui qui, sous Tunite de lon- 
gueur, recevra d'un courant egal a I'unite une quantite de chaleur 
egale a Tunite de chaleur. 

L'equivalent chimique d'un corps est un rapport, et non un poids 
exprime en fonction d'une unite defmie. II semblerait naturel de 
choisir le kilogramme, puisque le kilogrammetre est Tunite de travail 
adoptee, et de prendre P = 3^ kilogrammes pour le zinc, auquel 
cas Q = 18800 dans la pile de Smee, Mais Tintensite des courants les 
plus usuels serait representee par des nombres decimaux d'une lon- 
gueur excessive. D'ailleurs, I'unite de poids admise pour {'equivalent 
chimique est indifferente a nos formules, pourvu qu'elle s'applique en 
meme temps a 9 et a e. 

J'ai adopte pour unite d'intensite de courant celle du courant qui, 
en une heure, depose 108 milliemes de milligramme d'argent, ou qui 

depose par seconde 57^ de kiloeramme d'arg:ent. Mon 

'^ *^ 0000000000000 ^ ^ 

unit6 de chaleur sera celle qui, en une seconde, eleve de i degre 
5^ de kilogramme d'eau. 

3 000 000 000 000 ^ 

Annales scientifiques de I'icole Normale supirieure. Tome IV. 1 9 
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Ces unites admises, la force electromotrice d'une pile est repre- 
sentee par le m^me nombre que ia chaleur deposee par seconde dans 
UD circuit d'une longueur telle, que Tintensite du courant y soit egale 
a runit6. Examinons d*abord ce premier point. 

Mes cinquifeme, sixi^me et septi^me Memoires sont consacres a 
Tetude de la force electromotrice des diverses piles hydro-electriques. 

Jusqu'a present nous avons considere le circuit d'une pile conime 
forme par un seul conducteur homogene ou par une serie de conduc- 
teurs differents, sans nous preoccuper de leurs surfaces de jonction 
necessaires. Ces surfaces sont de deux natures : pour les unes, les 
deux conducteurs en contact sont tons les deux solides; pour les 
autres, Tun des conducteurs est solide et Tautre liquide. Ces derniferes 
seules font Tobjet de mon cinquieme Memoire. Le huitiemc, non encore 
termine, se rapporte aux premieres. 

En designant par r la longueur d'un conducteur homogfene qui, sub- 
stitu^ aux deux surfaces de separation d'un metal plongeant dans une 
dissolution qu'il separe en deux parties, laisserait au courant la meme 
intensity, j'6tais arrive en 1846 k I'expression g^nerale suivante : 

(28) r = a -h -T — -^ri 

I O 

Une formule empirique ne saurait 6tre I'expression d'une loi, et il 
me fallait donner, de la presence de* ces trois termes, une interpreta- 
tion que je ne possedais pas alors. 

Or r n'est pas une resistance, c'est une longueur; la resistance de r 
est proportionnelle k i en meme temps qu'k r. En faisant le produit 
par I, il vient, 

(29) ri = ai -h b r • 

Le premier terme a tient a une resistance de meme nature que celle 
des conducteurs ordinaires; et, en effet, ce terme disparait quand on 
opere dans des conditions telles, qu'aucune couche gazeuse ne puisse 
etre deposee sur I'une ou I'autre des faces de la lame. Nous voyoos au 
contraire que le terme b rappelle le terme G ou force electroinotrice; il 
constitue en effet une force electromotrice negative qui diminue d'autant 
la force electromotrice de la pile. II disparait lorsque les phenom^nes 
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moieculaires produits par le courant des deux c6tes de la lame 8ont 
exactement inverses et compl^mentaires; lonf^que, par exertiple, une 
lame de zinc bien amalgam^ plonge dans une dissolution de sulfate 
de zinc. D'un cote le zinc est retire de sa dissolution dans le mercure, 
de I'autre du zinc est rendu au mercure. Mais si Ton emploie du zinc 
laming ordinaire, le metal n'etant pas rendu d'un c6t6 dans I'etat oil il 
est pris de Tautre, b ne disparait plus; il est proportionnel a la chaleur 
absorbee par le changement d'etat. 

Si nous multiplions encore ri par i, le produit sera proportionnel a 
la quantite de chaleur dipos^e par seconde dans le conducteur r par 
le courant i; ai^ sera proportionnel a la quantite de chaleur depos^e 
par seconde dans le conducteur a; 6« sera la quantite de chaleur ab- 
sorbee ou degagee (suivant que b sera positif ou negalif) par Taction 
moleculaire effectoee par seconde sous Tinfluence de i. Quant a c, le 
signe n^gatif dont il est affect^ indique une action ou travail chimique 
de meme sens que celui de la pile; mais son ind^pendance de i montre 
que si ce travail est du au courant, il ne s'y rattache cependant pas 
d'une maniere directe. Ce terme disparait en effet qaand on opere sur 
des dissolutions privees d'air, et dans lesquelles il ne se forme ni eau 
oxygenee ni aucun produit riductible autre que la dissolution elle- 
meme. 

Si la portion de r qui correspond k chacune des deux surfaces de 
contact conlient d'autres termes, comme les ph^nomenes thermo-elec- 
triques en sont la preuve, ces termes sont de signes contraires, et leur 
somme est egale a zero. 

Le second terme b nous importe seul; il montre que la force electro- 
motrice G d'une pile est egale a la somme algebrique de tons les 
termes semblables qui peuvent naitre dans le circuit partout ou un 
liquide et un solide sont au contact, partout meme ou deux solides ou 
deux liquides sont au contact. C'est ainsi que dans une pile de Smee dont 
les deux poles sont reunis par un conducteur melallique, et oil toute Tac- 
tion chimique se reduit a la substitution du zrnc k Thydrogene dans le 
compose SO* H, la force electromotrice G est representee numeriqoe- 
ment par la difference des quantites de chaleur que degagent Zn et H 
en se combinant avec SO*. Nous voyons de plus, par ce qui pr^cfeife, 
que, pour mesurer la force electromotrice qui nait au contact de deux 
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corps, il n'est pas necessaire, fut-ce possible, de former une pile avec 
eux seuls : il suffit de les introduire dans un circuit ef. de mesurer le 
changement qu*ils apportent a la force electromotrice aoterieure du 
circuit. 

C'est en partant de ces donnees que j'ai cherche a verifier la propor- 
tionnalite de ^r/ a G dans un travail qui fait I'objet de moo sixieme 
Memoire, et pour lequel M. Troost m'a prele son concours. Cette veri- 
fication ressort deja des experiences de M. Joule; mais sur un point 
aussi important pour la theorie mecanique de Telectricite il m'avait 
semble necessaire que des verifications noiivelles, plus etendueset plus 
varices, fussent entreprises avec toute la precision que comporte Tetat 
actuel de la science. 

Dans ce travail, mon unite d*intensite de courant avait ete choisie 
comme il convient pour conduire a Tegalite ql= G quand I'intensite 
du courant egale Tunite. Mais j'avais pris arbitrairement pour conduc- 
leur normal une colonne de mercure de i millimetre carre de section, 
et mes longueurs / etaient exprimees en metres de cette colonne 
(deuxieme Memoire). On comprendra facilement toutefois qu'en com- 
parant la valeur trouvee pour la force electromotrice d'une pile, celle 
de Smee, par exemple, avec la quantite de chaleur degagee par la dis- 
solution d*un equivalent de zinc dans Tacide sulfurique, nombre donne 
par MM. Favre et Silbermann, je pouvais en deduire le coefBcient par 
lequel il me fallait multiplier toutes mes forces electromotrices pour 
avoir les valeurs de G correspondantes. L'unit6 du courant pent meme 
alors etre quelconque. 

Les resultats consignes dans mon sixieme Memoire different en quel- 
ques points de ceux oblenus par M. Favre; mais si Ton considere leur 
accord general, les causes d'erreur existant des deux parts, les limites 
dans lesquelles ces erreurs sont comprises, on trouve que les hearts ne 
sortent pas de ces limites. 

J'ai cependant repris la question dans un septieme Memoire, apres 
avoir etudie une a une les causes d'erreur que comporte la determina- 
tion de G par la boussole, afin de supprimer les unes et d'attenuer les 
autres. J'ai pu ainsi dresser un tableau tres-approche des valeurs de G 
correspondant a I'acle de la dissolution de trente m^taux dans lesacides 
sulfurique, azotique et chlorhydrique, en tenant compte de la chaleur 
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que rhydrogfene, dont ils prennent la place, fait disparaitre en sortant 
de sa combinaisoD. 

L'ordre daus lequel sont ranges ces metaux par rapport aux valeurs 
decroissantes de G est a peu pres identiquement ie meme que I'ordre 
dans lequel ils ont ete ranges par rapport a ce qu'on nomme leur affi- 
nite pour Toxygenc. L'affinite de deux corps Tun pour Tautre parai- 
trait done liee a la quantite de chaleur degagee dans Facte dc leur 
combinaison par equivalent. L'une serait la mesure de I'autre. Tout ce 
qui tend a modifier ou k empecher ce degagement de chaleur modifie 
Taflfinite ou Tettipeche de s'exercer. 

Ulterieuremefat , dans une Note presentee a I'lnstitut le i*^ avril 
1867, j*^^ defini mon conducteur normal, conformement aux conven- 
tions indiquees plus haut, en disant que i metre de longueur de ee 
conducteur rcQoit par heure, d'un courant reduisant par heure io8 mil- 
liemes de milligramme d'argent, une quantite de chaleur capable 
d'elever de i degre en une heure i millieme de milligramme d'eau. 
Puis, sans rechercher encore quelle est la substance qui jouit de cette 
propriete, j'ai determine directement, au moyen du calorimetre, la 
longueur de mon conducteur hypothetique, qui equivaut au fil de 
platine employe dans toutes mes experiences. En calculant dans ces 
nouvelles conditions la force ^lectromotrice de la pile de Sm^e, je 
trouve exactement et directement le nombre iSSoo, obteuu par 
MM. Favre et Silbermann pour la chaleur degagee pendant I'acte de la 
dissolution du zinc dans Tacide sulfurique. 

En comparantTunite nouvelle avecl'unit^ ancienne, je trouve qu'une 
colonne de mercure a zero, de i mfetre de long, de 0,00000073 de 
metre carre de section, satisfait a la condition posee, qu'un courant 
egal a I y depose une unite dc chaleur par seconde. Cette colonne est 
ce que j'appellerai dorenavant conducteur normal. 

Nous sommes actuellement en mesure de calculer la masse electrique 
renfermee dans i metre cube de mercure> et par suite dans une sub- 
stance quelconque dontle degre de conductibilile est connu. 
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Masse electrique des conducteurs , 
Revenons aux expressions (23) et (24) : 

e ' 6 

e est requivalent mecanique de DOtre unite de chaleur; cette unite 
est eeale a ^^ '^ de kilofframmetre. 

^ 3 000 000 000 000 ^ 

, 3 600 000 000 000 o 9 

k = T7i — o 6no 000 000, 

430 ' 

20000x430 , . . o » J- 

as = ^-r. — 0,0000024, et par suite fi = i,27, tandis 

^ 3 boo 000 000000 ^ r 4 ' i 

que la masse de i metre cube d'air a zero et sous la pression 760 
n'est que de o,i3. 

La masse ponderable de i mfetre cube de mercure est 1387 == M. Le 

M 
rapport des deux masses est done — = 4^4* C^e rapport s'eleve a plu- 

sieurs millions pour les dissolutions salines; mais pour le palladium 
et Targent, les meilleurs conducteurs connus, il descend k 6. La masse 
electrique de I'unite de volume y serait superieure h h densite de 
Teau. II semble Evident que, dans les metaux au moins, la matifere 
ponderable participe d'une maniere directe au mouvement electrique, 
ce qui rendrait impossible toute idee de transport continu fl*un fluide, 
et m^me toute idee de fluide special. 

La meme conclusion se presente sous une autre forme d'une maniere 
encore plus frappante, si Ton fait I'application des r^sulfals precedenis 
a la tbeorie des deux fluides. 

Dans la th^orie des deux fluides on suppose que les Elements chi- 
miques qui se combinent sont charges, Tun d*6lectric!te positive, 
Tautre d'electricite negative; que, de plus, chacun d*eux se trouve en- 
vironne d'une atmosphere d'electricite de nom contraire inegalement 
repartie autour de I'element. Pendant la combinaison chimique, les 
electricites propres aux elements se neutraliseraient mutuellement et 
diroctement, tandis que leurs atmospheres devenues libres se neutra- 
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liseraient au travers du circuit. Ed chaque section de ce dernier ii y 
aurait decomposition et recomposition de fluide neutre en quantite 
egaie a celle qui se produit pendant la combinaison chimique. 

Or dans notre conducteur normal, ia masse du fluide neutre decom- 
posable serait egale a o,ooooo24- Pour un courant egal a i, la vitesse 
du mouvement de decomposition et de recomposition serait egale 

k La masse de T^lectricite qui passerait en chaque section du 

20000 ^ * * 

conducteur pendant une seconde, sous Finfluence d'un courant egal 
a 1, serait done ^gale a 0,00000000012, la moitie passant dans un 
sens, la moitie dans Tautre. La combinaison d'un equivalent^ ou 3^ kilo^ 
grammes dezinc, avec I'acide sulfurique,durerait36ooooooooooo se- 
condes. La masse totale d'electricite positive qui traverserait chaque 
section du conducteur pendant Ic meme temps serait egale a la moitie 
du produit de cesdeux nombres,ou a 216. Ainsi, un equivalent de zinc 
dontia masse est 3,2 environ, se trouverait charge d*une masse d'elec- 
tricite negative egale a 216. Malgre la simplicite apparente que la 
th^orie des deux fluides permet d'apporter dans Tenonce et la coordi- 
nation des divers faits de I'electricite statique, cetle theorie presente 
des difficultes tres-serieuses quand on cherche a Tapprofondir. Les 
r^sultats ci-dessus ne paraitront sans doute pas la moindre de ces dif- 
ficultes. • 

La difliculte est tout aussi grande dans la theorie d'un seul fluide 
circulant dans les conducteurs a la maniere de Teau ou de I'air dans 
leurs conduites. En presence de la masse enorme de fluide qui passerait 
en chaque section du circuit, il faut n^cessairement admettre que c'est 
toujours la meme masse qui circule indefiniment, comme fait le sang 
dans Tappareil circulatoire. Mais alors on ne comprend plus quelle 
peut etre la force motrice. En interpretant meme la theorie dans ce 
sens, on comprendrait encore avec peine comment la masse en cir- 
culation dans Targent pourrait s'elever au sixieme de la masse de ce 
m^tal. 

La theorie des vibrations ne presente plus de difGcultes du meme 
ordre. Elle en offre d*autres sans doute; mais, outre cet avantage qu'elle 
reduirait d'une unite le nombre des hypotheses fondamentales admises 
en physique, elle permettrait de relier des faits qui echappent entiere^ 
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ment a la theorie des deux fluides et a la theorie d*UD seul fluide. Elle 
semble de plus offrir une base plus solide aux travaux analytiques, 
qui seuls peuvent la fixer dans la science. 

Avant d'esquisser cette derniere hypothfese, quelques mots d'expli- 
cation me semblent necessaires sur la maniere dont je concevrais les 
phenomcnes chimiques. 

Considerons un corps simple ou compose. Ce corps contient une 
certaine quantite de chaleur; toutes ses parties sont en vibration. 
Admettons pour un moment que cette chaleur soit simple ou unire- 
frangiblc. Si deux points inflniment voisins sont en vibration concor- 
dante, deux points distants d'une demi-longueur d'onde sont en vibra- 
tion discordante. J'admets que ces deux derniers points ne peuvent pas 
faire partie d'un meme element materiel; ils appartiennent a deux 
elements distincts. Les dernieres particules d'un corps considere 
comme simple par les chimistes auraient des dimensions telles, que 
chacune d'elles vibrerait pour ainsi dire d'un bloc, ou du moins qu*on 
n'y pourrait trouver deux parties en vibration discordante, et cela, 
quel que soit le mouvement vibratoire que nous puissions lui commu- 
niquer. Mais on conQoit qu'un mouvement vibratoire assezrapide dimi- 
nuat assez la longueur d'onde de ce mouvement pour que Telement 
repute simple put se fractionner et le corps changer de nature. Cette 
hypothese ne suppose nullement qu'il existe une difference fondamen- 
tale entre la matiere ponderable et Tether. On pourrait meme conce- 
voir qu'a I'origine des choses Telat vibratoire de Tether eut ele lei, que 
tous les elements vibrants aient cte reduits aux elements simples de 
Tether. Ce que nous appelons matiere n'aurait pas existe alors. Ce 
n'est que par le progres du refroidissement que ces elements simples 
auraient pu se grouper et former les molecules elementaires des divers 
corps simples. On retrouverait le meme assemblage de corps simples 
partout oil le refroidissement s'est opere suivant les memes lois. Mais, 
(Tautre part, rien non plus ne s'oppose a ce que Ton considere la ma- 
tiere comme distincte de Tether. 

Pour un certain nombre de corps composes, une circonstance ana- 
logue se presente. Nous ne disposons pas de sources de chaleur a tem- 
perature assez elevee pour diviser leurs groupes moleculaires; mais 
Texperience nous apprend qu'en general, ^ mesure que la temperature 
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d'un corps compose s'eleve, a mcsure que sa chaleur monte dans Tordre 
des r^frangibilites ou que la vibration y devient plus rapide et la lon- 
gueur d*onde plus courte, la decomposition est rendue plus facile. 
Cette decomposition est meme spontanee pour un grand nombre de 
corps des que la temperature atteint un certain degre, soit parce que 
la longueur d'onde ayant diminue n'est plus en rapport convenable 
avec les dimensions de I'element compose, soit parce que sous Tin- 
fluence d'une chaleur plus intense chaque groupe 61ementaire a lui- 
meme augmente de volume, soit enfm parce que le disaccord des 
vibrations existant au debut* est rendu plus sensible par une plus 
grande ampleur de la vibration. 

Dans ce qui precede, nous ne faisons qu'indiquer les limites ex- 
tremes du volume occupe par chaque element materiel, simple ou com- 
pose. Ce volume lui-meme pent varier considerablement en dega de 
ces limites. 

Une combinaison chimique aurait done pour effet de reunir en un 
seul deux ou plusieurs elements distincts. 

Examinons maintenant le mouvement vibratoire en lui-meme. Par 
le centre d*un element vibrant je mcne trois axes rectangulaires quel- 
conques, et je prends Tun d'cux, Taxe des x. L'equation differentielle 
seconde est 

(3o) _. = _ax, 

dans laquelle x est compte k partir dc Torigine, et a est une function 
simple de Telasticit^ de Tether. On en deduit, en posant t = -p> 

(3i) x=: -f=sm7r -> 

( 32 ) --J- = - -A= cost: -> 

dt X sja '^ 

et pour / = T, 

(33) -,Tl=V- 

- 7, est I'acceleration initiate du mouvement : c*est ce que j^avais ap- 

AnnaUs scientifiques </e I'Eeole Nor male sup/rieure, Tomo IV. 20 
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pele V (I'une manifere generale, pour ne rien prejuger sur la nature du 
mouvement electrique. En d^signant par fx, la masse de Tel^inent 
vibrant^ ce que j'avais appele /x,*', et doit s'ecrire fx.,7,, n'est autre 
que la force d'impulsion qui, agissant pendant un temps egal a r sur la 
masse /x, partant du repos, lui imprimerait la vitesse que possede cet 
element dans le sens des x lorsqu'il passe par sa position d'equilibre. 

"Ml 7? est la force vive qu'il possfede h cet instant. En chacun des autres 

points de son parcours sur Taxe des x Telement a une vitesse diffe- 
rente ; mais les variations de la force vive sont egales, au signe pres, 
aux variations des quantites de travail; en sorte qu'a chaque instant 
la somme de la force vive et de la quantite de travail developp^e par 

Telasticite du milieu est constante et egale a-fi,'/^ : -/x,7i est la me- 

sure de ce que Ton appelle T^nergie totale de I'^lement fi, dans le 
sens des x. 

Dans une enceinte dont tons les points sont k la meme temperature, 
et en dehors de tout mouvement electrique, j'admets que |x,7i est le 
mSme sur les trois axes; j'admets de plus que pour des elements de 
mdme volume i, et dont racc^l^fation iniliale est 7, my a la meme 
valeur pour tons les elements de Tenceinte. Je pose 

(34) my=0. 

Pour un element dont la masse est /x, et dont les dimensions sont X 
sur chacun des trois axes, nous aurons 

(35) K/ = ^>'. 

(36) ixy'=0}}yz=0'^' • 

Imaginons pour un moment que les corps soient composes d'ele- 
ments materiels sans atmospheres. Soient n le nombre de ces elements 
contenus dans Tequivalent chimique d'un corps, P le poids de cet equi- 
valent, Q la quantite totale de chaleur contenue dans Tunit^ de poids 
du corps, et c I'equivalent mecanique de la chaleur; il viendra 

(37) PQe=3/iay' = 3fia— , 
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et coninoe P = ^[^gf 

(38) Q = i^^, 

d'oii encore 

La capacity calorifique C d*un conps a une temperature quelconque 9^ 

sera exactement proportionnelle a la valeur de — correspondante a 

cette temperature; et, dans Thypothese oil ce rapport ne changerait 
pas avee d^, la quantite totale Q de chaleur contenue dans I'unite de 
poids d'un corps serait proportionnelle k C, et en meme temps propor- 
tionnelle k 6*. L'experience demontre qu'il n'en est pas ainsi gene- 
ralement. 

Considerons maintenant deux elements materiels de masses jx, fi2» de 
dimensions lin^airesX, >2, et dont les accelerations initialessonty, etys; 
la temperature etant supposee la meme, nous auroifs 

Imaginons que ces deux elements se combinent en un seul de masse 
JUL, H- juia = fXj, de dimensions lineaires X,, d'accel^ration initiale y,: cet 
atome compose etant ramene a la meme temperature d, nous aurons 

d'oii nous deduisons, pour la force vive rendue disponible par la com- 
binaison des deux elements, 

f^. y! -*- f^»y; - f*. yl = e» (^ -♦- ^ - ^) , 

et pour n elements composant chacun des equivalents des trois corps, 
e(PQ -^ P'Q' - P'Q'^), d'ou 9 = PQ -H P'Q' - P"Q^ 

en designant par q la quantite de chaleur degag^e dans Facte de la 

combinaison. 

20. 
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q serail d'autant plus grand que X, serait plus faible; la stabilite du 
compose serait elle-meme d*autant plus grande que X, serait plus 
faible, ce qui donnerait rexplicalion de la parente qui existe entre la 
stabilite d'un corps et la chaleur degagee dans Tacte de la combinalson 
de ses elements. 

Dans cette hypothese d*elements materiels denues d'atmospheres, les 
phenomenes presenteraient done une grande simplicite qui ne se ren- 
contre pas dans les resultats de Texperience. 

X* 
L'equation jxy^ = S* — est applicable aux divers elements des atmo- 

spheres comme aux elements materiels eux-memes. II en resulte que 
dans un espace en equilibre de temperature et pour chaque element de 
volume constant, qu'il renferme ou non de la matiere ponderable^ la 
force vive ou I'energie y varie en raison inverse de la masse /x contenue 
dans ce volume. L'energie emmagasinee dans le volume de la terre, par 
exemple, est beaucoup moindre qu*elle ne le serait dans un meme 
volume d'ether non condense ayant la meme temperature, et Tenergie 
serait nulle en un point dont la densite serait infinie. II en resulte qu'un 
accroissement de la diffusion des elements dans un corps dont le volume 
total ne change pas amene une diminution dans Tenergie du corps, 
et par suite un degagement de chaleur, tandis que si la diffusion a 
lieu par Teffet de Taccroissement de volume du corps, il y a au con- 
traire accroissement d'energie et par suite absorption de chaleur. 
Dans I'expression desquantites de chaleur contenues dans un corps, il 
faut done faire entrer a la fois et le volume du corps, et le volume de 
ses elements materiels, et le mode de diffusion de ses atmospheres 
etherees. 

Quoi qu'il en soit, lorsque deux corps se comhinent, il y a genera- 
lement degagement d'une certaine quantite q de chaleur. Si q restait 
sur place, ellc servirait a elever la temperature du compose forme : elle 
est Torigine de Tincandescence dans les combustions vives. Le mouve- 
ment ^lectrique, lorsqu'il pent s'etablir, la distribue simultanement en 
chaque point du circuit en raison des resistances qu'il y rencontre. 
Cette diffusion de la chaleur ne pent evidemment avoir lieu que par 
rinterm^diaire de Tether intraparticulaire constituant les atmospheres 
des elements materiels. 
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Si la combinaison.s'opere dans un circuit fcrme, nous nous trouvons 
dans les menoes conditions que si nous avions affaire a une pile thermo- 
electrique. La seule difference est que dans celle-ci la chaleur est 
fournie de Texterieur, tandis que dans la premiere elle se degage de 
la surface meme de contact des deux substances qui se combinent. Au 
fond le resultat est le meme. 

Considerons deux corps de natures differentes en contact Tun avec 
Tautre et ayant meme temperature. Soient [i et /x' deux elements de 
volumes egaux pris dans Tether intraparticulaire des deux corps, et y 
ety' leurs accelerations initiales. Ces deux elements, supposes animes 
d'un mouvement vibratoire de meme periode t, feront dans une meme 
direction des excursions maxima x et x' donnees par les relations 

X= -p^ X =z •J-=:y OU Dien X r= -:= —^ x' = -= —;' 

Ces excursionsvarient en raison inverse de fx. 

Sur une ligne menee dans Tinterieur d'un corps homog^ne, les effets 
de cette inegalite des excursions se reproduisant au meme instant pe- 
riodiquement en sens coutraires dans la longueur de la ligne, leur 
somme est nulle. Dans un circuit compose de deux metaux sondes bout 
a bout par leurs deux extremites et a la meme temperature en tons ses 
points, Teffet produit aM'une des surfaces est equilibre par Teffet 
inverse produit k Tautre. Mais si le circuit est ouvert, cette cause 
d'equilibre n'existant plus, un changement correspondant se produira 
dans les valeurs de fi et ju.' aux deux extremites separees du circuit; la 
plus faible augmentera, la plus forte diminuera, de maniere a retablir 
la difference qui resullait du contact detruit. L*une des extremites 
contiendra de Tether en exces, Tautre de Tether en moins. On^ira que 
Tune est electrisee positivement, Tautre negativement. Ce nouvel etat 
d'equilibre sera du au transport de tout Tether du conducteur qui se 
sera deplace d'une quantite correspondante dans le sens du milieu oil ex 
est le plus grand au milieu oil [i est le plus faible. 

Retablissons la continuite du circuit, mais en chauffant Tune des 
soudures : Tequilibre sera detruit sans pouvoir se retablir. Chaque ele- 
ment /x oscillera dans le sens du courant autourd'une position d'equi- 
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libre qui se deplacera graduellement.Dans deux oscillations succe8sives, 
elle s'avancera dans le sens du courant plus k la seconde oscillation 
qu'a la premibre, et elle retrogradera moins a la seconde qu'a la pre- 
mifere. 

La liaison qui existe entre les atmospheres etherees et leurs centres 
materiels oppose une certaine resistance au deplacement du centre de 
vibration de chaque element d'ether. Cette resistance produit dans les 
liquides Tentrainement du fluide lui-meme; au contact des liquides et 
des solides elle favorise la dissolution de ces derniers; dans les corps 
solides» elle est equilibree par les liaisons du systeme, mais elle y 
amene a la longue un changement permanent dans Tetat moleculaire. 
La meme liaison amene la transformation rapide de la vibration elec- 
trique en vibration calorifique. 

Dans un ravon de lumiere, la vibration est nuUe dans le sens des x 
ou de propagation de Tonde. Dans un corps chaud dans lequel jx varie 
symetriquement toutautour de chaque centre materiel, la vibration se 
fait en moyenne de la meme manifere sur les trois axes. Dans un cir- 
cuit en activite, la vibration electrique a lieu dans le sens de la propa- 
gation du courant, et toute la force vive mise en liberty par Taction 
cbimique s'ecoule par cette composante. L'^lectricite dynamique n'est 
plus alors qu*une transformation de la vibration caloritique. La lumiere, 
la chaleur, Telectricite dynamique rattachees ^ la meme cause ne sont 
point des creations, mais de simples d^placements de force vive ou 
d'energie preexistant dans les corps. Les manifestations des affinit^s 
chimiques ne sont elles-mdmes que des questions de m^canique ordi- 
naire que tdt ou tard on pourra soumettre a Tanalyse algebrique. 
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POUR 

LE CALCUL DES SOMMES DE PUISSANCES SEMBLABLES 
DES RACINES DES EQUATIONS ENTlfeRES, 

Par M. Charles MERAY, 

DOCTEUR is SCIENCES. 



1. La th^orie des equations simultan^es esl encore extremement 
ioiparfaite : d'abord, il regne en general une grande obscurite sur les 
operations qui impliquent plus d'une variable ou inconnue indepen- 
dante, puis, les gtombtres denoandent peut-etre trop exclusivement a 
relimination les secrets de eette theorie. Onne pent nier, en effet, les 
defauts d'une methode compliquee qui repose precisement sur la des^ 
truction pr6alable des fonctions k 6tudier et qui d'ailleurs n*atteint pas 
les equations transcendantes. 11 est permis de croire que les efforts des 
geometres seraient plus fructueux, s*ils s'attachaient moins a la per- 
fectionner pour tout y reduire, qu'k transporter dans la doctrine des 
expressions a plusieurs variables ces grandes verites qui dominent 
toutes les questions ou il en entre une seule : la theorie ordinaire des 
derivees et des integrales, le principe de la resolution d*un polynome 
entier en facteurs lineaires» le theoreme de Cauchy pour le denoni- 
brement des racines renfermees dans une enceinte donnee, etc. 

Je tente ici un essai de ce genre. On sait que les fonctions syme- 
triques des racines d'une equation enti^re se deduisent des sommes de 
puissances semblables que les formules de Newton permettent de cal* 
culer. De meme, celles des solutions de plusieurs Equations simulta- 
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nees dependent de fonctions symetriques plus simples analogues aux 
sommes de Newton : ce sont des sommes dont chaque terme est le 
produit des solutions d'un meme systeme elevees respectivement a des 
puissances determinees. Poisson a le premier donne une methode pour 
les calculer; j'en propose une autre tiree de principes tout difTerents. 
Le procede de Poisson exige la formation d'unc equation finale dont 
chaque racine est une meme fonction lineaire des solutions d'un sys- 
teme quelconque; on cbercbe ensuite les coefTicients des puissances et 
produits des parametres de la fonction lineaire dans les sommes des 
puissances semblables des racines de Tequation finale calculees au 
moyen des formules de Newton, puis convenablement ordonnees. Le 
mien consiste k etablir entre certaines fonctions a plusieurs variables 
une identity propre, analogue a celle d'oii Ton tire les formules de New- 
ton, et a en deduire comme on le fait de celle-ci des equations lineaires 
dont les solutions sont precisement les sommes inconnues. 

Je ne sais si, dans la pratique, la nouvelle methode est preferable a 
Tancienne; mais fut-clle la plus penible^ qu'elle me semblerait ofi'rir 
encore un certain interet theorique. Elle retablit en eflet Tunit^ dans 
un point de Tanalyse generale des equations, et fait soupQonner des ana- 
logies tres-remarquables entre certaines expressions a plusieurs varia- 
bles et celles que Ton rencontre k chaque pas quand on raisonne sur 
une seule. 

2. II suffira d'exposer la methode dans le cas de deux Equations k 
deux inconnues. Soient done 

les equations donnees de degres mi, m,; je supposerai, sauf k exami- 
ner le cas contraire dans une autre occasion, que les polynomes horoo- 
g^nes formes dans chaque equation par Tensemble des termes du degr^ 
le plus eleve (nous les nommerons pour abreger les groupes principaux)^ 
sont disjoints^ c'est-a-dire qu'ils ne peuvent s'evanouir simultan^ment 
qu'en faisant a la fois ^ = o^ y = o. Cette denomination parait natu- 
relle, car -les coefficients de plusieurs fonctions homogfenes en meme 
nombre que les variables sont toujours lies par une ou plusieurs rela- 
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tions, quand^les fonctions s'annulent a la fols pour un systeme de 
valeurs oii toutes les variables ne sont pas nulles. 

On sail alors par Ic iheoreme de Bezout que le systeme {a) offre 
precisement m^m^ couples de solutions fmies egales ou inegales; je 
rappelle brievement la demonstration de ee point essentiel. 

En vertu de Thypothese admise, Tun des groupes principaux, celui 
de Tequation (i) par exemple, conlient un terme independanl de a?; car 
autrement ils s'evanouiraient tons deux en faisant x egal a zero el v 
different de zero; done le coefficient dey"** dans cette equation est une 
constante differente de zero, et en la resolvant par rapport a j, apres 
I'avoir ordonnee, on trouvera, pour toute valeur finie de x, m^ racines 
finiesy 

. Le produit 

est une fonction entiere et symetrique deces racines; il se reduil done 
a une fonction entifere de x et des quotients obtenus en divisant les 
coefficients des puissances inferieures de y dans Tequation (i) par 
celui dey"' : or ce coefficient est une constante; doncces quotients sont 
des fonctions entieres de x et le produit (4) en est lui-meme une autre 
Y[x). 

Maintenant» toute valeur de x appartenant a un couple de solutions 
des equations (a) verifiera la suivante : 

(5) F(:r) = o, 

car elle rendra nul Tun au moins des facteurs du produit (4 ) sans rendre 
infmis les autres. Reciproquement, toute racine a de Tequation (5) 
fera partie d'un couple de solutions ; car cette valeur deo? annulant le 
produit (4) reduira a zero Tun de ses facteurs au moins; la valeur 
correspondante de j sera celle des racines (3) qui entre dans If: facteur 
nul. Rien n*empeche qu'il y en ait plusieurs, car riiypothese or = a 
pent annuler plusieurs facteurs k la fois. 

3. Avant d'aller plus loin, il importe de distinguer les couples sim- 
ples des couples multiples. Soit (a, |3) un couple de solutions des equa- 

Annalei scientifiques de FEcole Noimale sup^rieure. Tome fV. 21 
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lions proposees; on a • 

/.(a, P) = o; 

(lone le developpement de/, [x, y) suivant les puissances croissantes 
de (j7 — a), (y — p) ne contient pas de terme independant de ces diffe- 
rences considerees comme variables independantes^ et on pe«t mettre 
cette fonction sous la forme 

/?,, qt designant des fonctions entiferes de (a? — a), (y — |3), On peut 
poser de meme 

/i(^,r)=/'»(^ — a) + 9»(r— P) 

et ecrire les equations proposees comme il suit : 

/?. (^ — a)-+-g. (7— (3) = o, 
/?, (x — a) -h 9, (^ — (3) = o. 

Soil a present {oc\ ^') un couple de solutions different du premier, 
c'est-a-dire tel, que les differences (a' — a), (P' — P) ne soient pas 
toutes deux nulles; on aura evidemment, pour x = a\y= p\ 

Pi, qx 
Pu 9t 



(5&W) 



= 0. 



Cette ^nation, qui est entiere par rapport a jc, y^ est done verifiee 
par tout couple autre que (a, jSj^ mais il n'y a pas de raison pour qu'elle 
le soit par (a, |3) lui-meme. Quand elle Test, ce couple de valeurs, qui 
satisfait deja aux equations proposees, jouit encore d'une seconde pro- 
priete qui n'appartient en general qu'a ceux qui different de lui : on 
peut dire qu'il est multiple; dans le cas contraire, on le nommera simple. 

On voit sans peine que, pour a? = a, j = /3, on a 



df. 



df. 



^df, ^ __ dfi 



^' dx^ ^* dy"^ ^' dx^ ^* dy^ 



et par consequent 



/»„ q, 




dx 


if, 

dy 


/»., q. 


• 


di' 


d.U 
dy 



Ainsi, un couple donne sera simple ou multiple selon qu'il ne satis/era 
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pas ou satis/era a Vdquation 

df> if, 



(6) 



dx^ dy 
dx djr 



= o, 



qui a pour premier membre le determinant des ddrivees partielles des pre- 
miers membres des Equations proposies. 

L'aDalogie de ces definitions avec celles de la theorie des equations 
a uue seule inconnue est evidente; le premier membre dc Tequa- 
tion (5 bis) joue le role du quotient de la division du premier membre 
d'une equation a une inconnue par la difference entre Tinconnue et une 
racine; celui de Tequation (6) correspond a la derivee premiere de ce 
polynome. Cette analogie se soutiendra dans la generalisation des for- 
mulas de Newton. 

4. On pent au surplus justifier encore ces definitions par les consi- 
derations suivantes. Quand les coefficients des equations {a) rendus 
variables deviennent infiniment voisins de leurs valours actuelles, il 
pent se faire que plusieurs couples distincts des nouvelles equations 
aient leurs elements respectivement infiniment voisins de ceux d*un 
meme couple des propos^es. Les racines de ce couple-limite satisfont 
alors non-*seulement aux equations donn^es, mais encore a une serie 
d'^quations entieres dont le nombre est inferieur d'une unit^ h celui des 
couples variables dont il est la limite commune. Or, ces equations com- 
prennent toujours la relation (6). 

En effet, soient {oc\y), [of + Lx\y' -4- Aj') deux des couples va- 
riables dont il s'agit : ^x\ Ly* sont des quantites infiniment petites; 
soient encore y, (^»y)./i (^> y) ce que deviennent les premiers mem- 
bres des equations proposees apres la variation des coefficients. On aura 

ou, en developpant les premiers membres des dernieres equations et 
ayant egard aux premieres^ 

^ Ax' -*- ^ Ar' -*- R. = o. ^Ax'4-^Ar' + R, = o, 

21. 
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R,, Ra etant des sommes de tcrmes proportionnels a des puissances et 
produits de Aj?', ^y' dont les degres, par rapport a ces quantites, sur- 
passent le premier. On en deduit 



75 



dx 

'if. 



da''' 

<(n 

dx' dx' 



dy' 

dfi 
dr' 

dr' 



[ 



j^ dfi 

\x' dy" 



^fl-l^'ILl- 



Ax' djr 



0= 



O, 



[ 



R^rf/V n^f^l_ 



^y dx' Ay' dx 



^ 



o. 



Ar' 



Si maintenant le rapport -^-7 ne croit pas indefmiment, il resulte 
de la nature de R« et Ra que le dernier terme de la preraifere equation 

Av' A.x' 

a zero pour limite; si au contraire ^-~- est infini, ^—7 est infiuiment 

petit, et on pourra affirmer que le second terme de la derniere equation 
tend vers zero. Done, comme il fallait le prouver, on a, dans les deux 
cas. 



dx 
dx 



dj, 
dy^ 

dx 



= lim. 






<!/: df\ 



dx' dy' 

dfi df^ 
dx' ' dy' 



= o. 



Si done Tequation (6) n'est pas verifiee, le couple (a, P) ne pent 6tre 
considere comme la limite commune de plusieurs couples de racines 
des equations (7), ce qu'on pent exprimer en disant, comme nous le 
faisonSy qu*il est single (*). 

5. Dans ce qui suit, je supposerai que les equations proposees n'ad- 
mettent que des couples de solutions simples, et, partant de cette 



(*) Personne, que je sache, ne s'est encore occupy des propri^t6s relatives a la multiplicity 
des sysl^mes de racines des equations simultanecs; je n'insiste pas davantage sur un point 
dont la discussion complete ne serai t k sa place que dans une thdorie g^n^ralc des Equa- 
tions simultan^s. 
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hypolhfese, je vais demonlrer qu*elles ont m,m2 couples distincts tie 
racines. 

I. Toute racine a de Vdquation finale {^) fait partie d'autant de 
couples de solutions que son degre de multiplicity renferme d* unites. 

dfx [x ri ) 

Supposons d'abord que, pour ip = a, aucune des quantit^s j 

ne soit nuUe, c'est-a-dire que Fequalion (i) n'ait pas de racines egales. 
Quaud a est une racine simple de Tequation (5), on a, pour a; = a, 

F(j:) = o, F'(^) non=:o; 

ou bien, en remplacant F(ar) par le produit (4) et -^^ par sa valeur 
tiree de I'equation (i) differentiee, 



< = m. 



(8) y ( ^'-^ _ , 

^ ^ Zi\ dx dm dfx f{x,r,i) 

dnj 



df df dx \ Y(x) 



{= I 



Soit maintenant h Tindice de ri dans le facteur du produit (4) qui 
s'evanouit pour j? = a; m, — i termes de la somme (8) contiennent 
A (^»^a) ^t son^ nuls; done le terme restant, 

df\ 
df df dx \ F(^) 

^^^ ' dx dmWlfi^*^^) 

dm/ 

ne pent Tetre non plus que les quantites 

f{^9'^i)f"9 /iC^, yji-r), /a(^, yj*4-i)f • •> fi^^'^mx); 

done, enfin, la valeur p de yj^ pour ^= a est la seule qui, associee 
a a, fournisse un couple de solutions des equations proposees. 
Quand a est une racine double, on a, pour a? == a, 

F(^) = o, r(x) = o, F"(ar)non = o. 

Ici les quantites (8 ) et (9) s'evanouissent. On en conclut immediate- 



f. 


df, 


!• 


% 
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ment que, outre /a (a?,>3A)» UD autre faeteur du produit (4)i/a (^» >3a)» 
doit se reduire a zero ; car la quantite I ^ — ^^ -^ \ prend la va- 

leur 

rf/ df, 

.df, 
•^' 

qui ne peut etre nulle en vertu de rhypolhfese; d'ailleurs, >ja prend pour 
la meme raison une valeur distinctede j3. 
Mais la derivee seconde, 

^ dx^ fi(Xyr\i) Zd ^ dx dx j7(x,ni)fi[Xynj)'^ 

1=1 /= I ; = I 

ne peut devenir zero. Or, tous les termes de la sonome simple contien- 
nent un faeteur infiniment petit et aussi ceux de la somme double, sauf 
celui oil Yj a les indices A et ^; done ce dernier ne peut s'^vanouir, 
et, k part /a [x, yj^^), f^ (a?, yj^), aucun faeteur du produit (4) ne peut se 
reduire a zero : ainsi, la solution ol fait partie de deux couples seule- 
menl. On raisonnera de m^me pour une racine triple, etc. 

Supposons, en second lieu, que quelques-unes des quantites -^'jf*^^ 

s'evanouissent pour a? = a, I'^quation (i) offre alors un ou plusieurs 

groupes de racines egales, et les fonctions >} <,..., >7m, prennent les va- 

leurs des quantites in^gales f^t x**-* ^^^^ '^ nombre est inferieur k /n,. 

Nommons /9, 9,... les nombres de celles respectivement egales a f), x****< 

pour une valeur de x infiniment voisine de a, les racines >7, infiniment 

voisines de f , se partagent en un certain nombre de systemes circulaires 

[Recherches sur les fonctions algebriques^ par M. Puiseux, Journal de 

M. Liouville, i** serie, t. XV) tels, que les racines d'un meme systfeme 

sont developpables en series convergentes ordonnees suivant les puis- 

I 

sances entieres et positives des diverses valeurs de (a? — «)' , s etant le 

nombre des termes du systbme. Une fonction entifere quelconque de x 
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^^ ^f/ii-'^f >?)» p^r exemple, jouit aussi de la meme propriete, et les 
developpements des diverses valeurs dbtenues pour cetle fonction, ca 

prenant successivement pour yi les divers lermes dii syst^me circu- 

t 

laire s, se formeront en remplaQant dans Tun d'eux (a? — a)' par les 
5 valeurs de ce radical. D'oii Ton conclut sans peine que le produit des 
s valeurs de /^{iVf >}) est developpable en s6rie convergente ordonnee 
suivant les puissances entieres et positives de a? — a. 

Un autre systeme circulaire relatif k <p donnera un second produit 
analogue au premier, et ainsi de suite; de sorte que le produit final P 
de tons les produits elementaires correspondant aux divers systemes 
circulaires relatifs a 9, c'est-a-dire le produit de toutes les valeurs 
que donnent k/j {cCfYi) les p valeurs de rj infiniment voisines de 9, est 
developpable suivant les puissances entieres de (a? — a). Done les de- 
rivees totales des divers ordres de P conservent toutes des valeurs 
finies pour x = a; de meme pour Q, etc. 

Je dis maintenant que si/2(a» f ) est nul, la derivee premiere de P ne 
Test pas; en effet, (a, 9) est un couple de solutions des equations pro- 

posees, et, comme on a •^'|t'^'^ = o pour a? = a, on ne pent avoir en 

meme temps ^^ = 0, car autrement le determinant des derivees par- 

tielles des premiers membres des equations proposees s*evanouirait, 
contrairement a Thypothese, pour a? = a, y = 9. II en resulte {voir le 
Memoire de M. Puiseux) que les /> racines >?, qui se reduisent k 9, font 
partie d'un meme systeme circulaire de p termes, et que I'ordre des 

differences infiniment petites >3— 9, compar^es k a: — a, est -• On 

aura done 

I 

et par consequent 

I 

/, ( X , yj ) = B ( ^ — a )? -h U . 

T et U designent des series de termes proportionhels a des puissances 
1 

de {x — ay sup6rieures a la premiere; A est une constante non = o el 
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BunequantiteegaleaA (^' u=«, etpar suite differente de zero, car le 

determinant des derivees partielles, qui se reduit ici ^^\'^jz. U=a» 

ne pent s'evanouir. II n'y a pas de terme constant, puisque /^(a?, vj) 
est nul pour a? = a. 

En faisant done le produitdesp valeurs de/2(a?, >j), on trouvera 

V etant une serie de termes contenant des puissances entieres de a: — « 
superieures a la premiere, et, par consequent, 

(^\ — — (-i)/'B/'non=:oC). 

Ainsi le produit (4) se partage, dans le cas present, en facteurs P, 
Q,... jouissant precis^ment des proprietes des facteurs elementaires 
/a (a?, vj) qui ont servi de base a Texamen du premier cas. Les valeurs- 
limites de yj, qui entrent dans Tun, different de toutes cellesqui entrent 
dans les autres; Icurs derivees des divers ordres conservent des valeurs 
tinies, et jamais leurs derivees premieres ne s*evanouissent en meme 
temps qu'eux. En raisonnant done comme ci-dessus, on arrivera au 
resultat qu'il s*agissait d'etablir. 

II. Le degre de I' equation ( 5 ), et par consequent la somme des degres 
de multiplicite de ses diverses racines, est egal a m,m2. 

Nous allons reconnaitre en effet que, pour x infini, le rapport -:;s7~ 

converge vers une limite finie differente de zero. Dans cette hypo- 

these, la quantite - converge toujours vers une certaine limite p, car 

le coefficient dey"» dans requation(i) n'est pas nul; de plus, le groupe 
principal de cette equation s'evanouit pour a? = i,/ = p. Le rapport 



(*) M. Puiseux a ^rt^dc ses recherches les fonctions alg^briques provenant d'dquations 
non irr6ducliblcs; mais on pout ais^ment s'assurer que cette restriction n'alt^re pas Texac- 
tilude de nos conclusions. 
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L - converge evidemment vers le resultat de la substitution dei ei p 

h X eiy dans le groupe principal de Tequation (2); or cette limite ne 
peut etre nuUe, car autrement les deux groupes principaux s'evanoui- 
raient en meme temps pour les valours non toutes deux egales a o : 
a: = I , y= P' Done, ce rapport et les m, — i analogues ont des limites 
fmies qui ne sont pas nulles non plus que leur produit. 

6. Ces devcloppements me paraissent necessaires pour fixer le sens 
du theoreme de Bezout, dont Texposition ordinaire laisse evidemment 
beaucoup a dcsirer. Je passe a la demonstration d*un theoreme indis- 
pensable a nos recherches, et d'ailleurs extremement important en 
lui-meme. 11 s'appuie sur le lemme suivant : 

Soil <p {00, y) une fonction entiere riadmeUant aucun facteur entier 
variable de degri inferieur au sien, ou dont les facteurs premiers sont tons 
dijfdrents; soit encore $ [^f y) une autre fonction entiere quelconque. Si 
toutes les solutions ^nies de V equation 

virifient l& suivante : 

(10) (^(x,x) = o, 
on aura identiquement 

(11) ^(^,/) = Q9(^,/), 

oil Q est une autre fonction entiere. 

Si 9 (a?, y) est une fonction premiere, ordonnons-la par rapport a j 
et nommons A le coefficient de la plus haute puissance de cette va- 
riable, qui est generalement un polynome en x. L*6quation 

consideree comme liant Pinconnue j au parametre a?, est evidemment 
irreductible. Son premier terme a pour coefficient Tunit^, et ses ra- 
cines, qui sont necessairement finies quand on n'a pas A='0, verifient 
toutes I'equation (10). Done le premier membre de cette derniere est 

Annales scientifiques de rtcole Normale siiperieure. Tome IV. 22 
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divisible par celui de requation (i3)« et le quolieat Q' est une fonction 
entifere par rapport a j^ et aussi par rapport a a?; au moins les coeffi- 
cients dey ne peuvent-ils contenir des fractions ayant d'autres deno- 
minateurs que A ou des facteurs de A. Od a done 

(i3) ^{x,r) = ^^[x,xh 

pour toutes les valours dey et pour toutes celles de x qui ne reduisent 
pas A a zero. Nommons a une racine de 

(i4) A = o, 

b une valeur de y qui ne verifie pas T^quation 

et apres avoir fait / = b dans (i3), faisons converger x vers a. he pre- 
mier membre a pour limite $ {a, b); le dernier facteur du second tend 

vers la limite differente de zero 9 (a, 6), done j- converge vers une 
limite tinie. Comme la quantity b pent etre choisie d'une infinite de 
maniferes, chacun des coefficients des puissances de y dans ^ con- 
verge aussi vers une limite finie, et il en est de meme relativement 
a toute autre racine de Tequation (i4)* D*ou Ton conclut sans peine la 

possibilite d'effectuer dans ^ des reductions propres k faire disparaitre 

tous les denominateurs. C'est ce qu'il fallait etablir. 

Quand 9 (a?, y) est un produit de facteurs premiers differents 
9, 93..M on ne pent avoir f i =0 sans avoir en meme temps 9 = 0, et, 
par suite, $ = o ; done on aura, par ce qui precede, 

(i5) * = Q.<p.. 

Les solutions finies de Tequation 

ne peuvent toutes annuler 9,, sans quoi f^ serait divisible par 9^, et 
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par consequent cette fonction serait ou composee, ou egale fa^s, con- 

trairement k ce que nous avons suppose. 11 en r^sulte que les solutions 

de r^uation pr^c^dente qui n'annulent pas f , reduisent a zero 4>, et 

mSme, en vertu de Tequation (i5), Qi; mais cette fonction est conti- 

nue, done elle s'evanouit meme pour les valours des variables qui 

annulent ^i et f 2 ^ 1^ fois, et on aura, comme nous I'avons prouve tout 

a Theure, 

Q. = Qa ?>, 
puis, de memo, 

Q, = Q3 95, 



d'oii Ton tire en definitive 



Qa» Qs»-'> Q etant toutes des fonctions entieres. 

7. THEORiME FONDAMENTAL. — Siles dquutions donndes 



soni soumises aux conditions ci-dessus posies ^ et qui consistent en ce que 
1® leun groupes principaux sont disjoints; 3® Uurs couples de solutions 
sont tous simples, toute fonction entiere F (a?, y) des variables indipen- 
dantes x^ y qui s'ivanouit pour tous leurs couples de solutions est Uie a 
leurs premiers membres par la relation 

(«6) F = P./. -h P,/., 

ou Pf , P2 sont des fonctions entieres. 

Et si fx, |X|, fXa ddsignent les degres des trois fonctions F, P|, Pj, on 
peut supposer en m6me temps ou 

(r7) fx, = IX— niif [Xi'^ix — m^j 

ou • 

{18) iMt'^fx — mt, jut, = |ut — ma . 

22. 
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Comme nous ravens reconnu (n^ 2), Tequation (i) pent etre sup- 
posee du degre /w, par rapport a y et ne fournir que des racincs tinies 
quand on ia resout par rapport k cette inconnue, en considerant 
I'autre comme une variable independante. Nommons v? une quelconque 
des racines; le rapport 

F(3;,7}) 



('9) 



etant une fonction rationnelle d'une racine de I'equation (i) et du pa- 
ramfetre x, est Equivalent a une autre fonction rationnelle $2(^» >3) 
des memes quantites, mais entiere par rapport a >3, et d'un degre infe- 
rieur au moins d'une unite a m« degre de rj dans I'equation (i). {Voir^ 
pour la demonstration bien connue de cette proposition d'analyse alge- 
brique, le Cours d'Algibre superieure, par M. J.-A. Serret, 2^ edition, 
p. 38 et suiv.), 

Comme y) reste finie pour toutes les valeurs finies de x, la fonc- 
tion $2 jouit do la meme propriete, sauf peut-etre pour des valeurs 
correspondantes de x, 17 appartenant a un m£me couple de solu- 
tions (a, |S) des equations simuItanEes {a), et qui r^duisent k zEro le 
denominateur/a. Mais on pent s'assurer que le rapport (19) conserve 
dans ce cas meme une valeur finie ; il suffit d'obser\'er que son nume- 
rateur F s'6vanouit lui-meme par hypothese, et de chercher ensuite, a 
I'aide des precedes ordinaires du calcul differentiel , la limite vers 
laquelle il converge quand x tend vers a et 17 vers |3. 

Si ( ^ u=^a n'est pas nulle, les derivees totales des deux termes 
par rapport a x prennent pour x:=a\es valeurs finies 



rfF(a, (3) rfF(a, (3) 




• d^ 



dfAoc,^) rf/,(a, (3) 







et la derniere ne pent etre nulle, car elle est proportionnelle au deter- 
minant des derivees partielles des premiers membres des equations 
proposees qui n'admettent que des couples de solutions simples (n** 3). 
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DoDC, ia valeur cherchee de Texpression (19) se r6(luit au rapport de 
ces derivees, et par suite h une quantite finie. 

Quand '^'\^' ^ est nulle, on arrive au meme resultat en changeant 

de variables. Nommons p, q, r, s quatre constanles dont le determi- 
nant ips — qr) ne soit pas mil, et posons 



X = px' H- q-fi' y n = rx' -\- sn' ; 
a -■ pa! -f- 5 (3', p = ra' -4- s^' ; 

a\ |3' sont des quantites finies verifiant les equations simultanees 



(a') 



/ (px'^ qr'f rx'-^sy ) =/, {x\ x' ) = o, 
fAp^-^qr'y rx'-\-sy)=f,(x',f)='^^ 



les variables x\ >j', dont la seconde est fonction de la premiere, sont 
liees par Tequation 

et le rapport (19) devient 

Nous avons a chereher sa valeur pour a?' = a', >j' = /3'; on trouvera 
aisement 



fix' 
dx' 



df 
dy' 



= (ps — 






et 



dx' 





df, 


df 




dx dy* 


-qr) 


df df 




dx dy 


df, df. 




dx" dy' 


.df. 


df, 


df. 


• df 



non :rr o 



r = 



a 

/3 



dx' dy' 



Done, riiypothese a/=a' rendra comme ci-dessus la derivee du de- 
nominateur du nouveau rapport 6gale a une quantite finie differenfe 
de zero, si Ton a 



( 



df,\ 



df JyZ 



?' 
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C'est ce qui a toujours lieu quand on prend q non = o, comme il est 
permis de le faire, car 

d^' -^~~di ^' rf(3 "■* da ' 

et -^'y' ^^ ne peut s'evanouir, sans quoi le determinant des derivees 

partielles s'evanouirait lui-meme, contrairement a Tbypotbese. 

Ainsi, la fonction *2 (^» ^) conserve une valeur finie pour toute 
valeur finie de a?; a present, il est facile de prouver qu'elle est aussi 
entiere par rapport a cette variable. En Tordonnant suivant les puis- 
sances de Y7, on obtiendra 

$, (:i:, rj ) = A. -h A, yj -h A, yj' -4- . . . -hA«,-, rj-.-^ 

Ao» A,,..., A,rt^-., etant des fonctions rationnelles de x; et, en rempla- 
gant ri successivement par les /n, racines de Tequation (i), on trouvera 
les /72f equations lineaires 

(7.0) 

<p,{x, rj^,,) == Ao -h A. »«, -4- . . . -h A«,-,i y)^'""', 



■m, 



d*ou nous aliens tirer les valours des quantites A, qui correspondent 
a une memo valeur de x. 

Les formules de Cramer donnent 

Ay— ^ » 

oil k designc une fonction entiere des quantites >?» et A le determinant 

I yji yj, • • • yjj 

I yjj y;^... »7''"' ' 



I 






Le numerateur de Ay est toujours fini, puisque les valours de ri et 
de $2 (^» >?) l6 sent elles-memes. Le denominateur ne peut dtre nul que 
si quelques-unes des quantites ri sent num^riquement egales pour 
la valeur de x consideree. En effet, on deduit successivement des pro- 
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prietes elementaires des determinants : 



k = 



I yji 


y}, . . . 


<•- 


-I 








yj, — yji 


YJ, >J| . • • 


»7'' 


-'-<•- 


— I 




iQ«, — yji 






-'-<•■ 


—I 




r)a--ii)(yjj — 


^')--(^m "~^') 


I 


TJj -»-yji 


nj 4-rj,y)i +>7|..- 


• • 








1 


I 


V+-^' 


<.-^V'^-«J-- 


TJj — 3Qi)(yjs- 


-TOi) •. . (>3in» — 


Ti.) 


1 r}, 


«;. . <•-' 


1 




v»2 


• • • ^m 
1 "*! 








n;"' 



— l 



"»•— 2-l_y»'".-'* 



yj."' '-t-T?»:' yji-h. . .-t-y) 



m. 



w. 



'm. 



et, par suite, 

Done, ce cas excepte, la vaieur de Ay est necessairement finie pour 
toute vaieur finie de x; cette fonction de x est done entiere, puisque 
nous Savons d'autre part qu'elle est rationnelle. 

Quand plusieurs des quantites yjo..., >?,„, deviennent egales, quel- 
ques-unes des equations (20) deviennent identiques, et le systfeme 
entier ne suffit plus a la determination des valeurs de Aq*...* A;„,. Mais 
il existe alors entre ces quantites d'autres equations lineaires qui se 
d^duisent des equations devenues inutiles par des differentiations re- 
latives k Yif et qui^ jointes k celles que Ton doit conserver, donnent 
un determinant non = o, dont la consideration conduit au meme re- 
sultat. Que Ton ait par exempleiQi =>j2=...=Y3;k, >},, >?*+,,..., yjm, etant 
toutesinegales; on aura evidemment non-seuiement 

mais encore les A: — 1 equations 

-^-^^ '•=, ..-4- A«.-,(m, — !).•.( m, — /»' -j-i)y),' » 



.m. — I 
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qu'on devra substituer dans le systeme (20) aux k— i qui suivent la 
premiere. Le determinaDt A' du nouveau systeme est done egal a 



c/Ti*-* ^yjjlj * ' drii 



A, 



pourvu que les differentiations soient commenc6es par la droite, et 
qu'apres chacune d'elles la variable ri, k laquelle elle se rapports, soil 
remplacee par yj,. On trouve, par un calcul tres-simple, 



A':=i.i.2.i.2.3...i.2.. .k—i [(y}*+i — y)i)(m+a — y}i). • .(tq«|— ^Oi)]* 

X(vj*4-» — r?i+,). . .(y)«,, -—m+i)' -'{rim, — nm,-i); 

A' n'est done pas nul. 

En raisonnant de meme quand il y a plusieurs groupes de quantites 
egales dans les racines 17, on arrive a un determinant proportionnel a 
un produit de puissances de differences de quantites inegaies, et par- 
tant non = o. Ainsi, dans tons les cas, les quantites Ao9...» A^,.! sont 
fmies en meme temps que x, et 4>2 (^» ri) est une fonction entiere aussi 
bien par rapport a x que par rapport k ri. 

Considerons maintenant la fonction entiere 

( 21 ) F (^, 7) — $, (x, x)fi{x, x); 

elle s'evanouit quand on remplacey par une des racines >}, c'est-k-dire 
pour tons les couples de solutions finies de Tequation (1); d'ailleurs, 
le premier membre de cette equation ne pent contenir plus d*une fois 
le meme facteur premier ; car, si on avait 

H, K etant deux fonctions entieres,on aurait aussi 

ff. = A' *% 

gi, hy k designant les groupes principaux de ces trois polyndmes. 

Comme gt et le groupe principal de/2 ne peuvent s'evanouir ensemble 

que pour a? =y = o, il en serait de meme pour A* et ce meme groupe^ 

c'est-a-dire que les groupes principaux de/2, H' seraient disjoints, et 

les equations simultanees 

H' = o, /, = o 
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auraient au moins (n^2 et 5, II) un couple de solutions fmies {a, |3), 
qui appartiendrait aussi aux equations (a). Mais on trouverait pour 



'//. 


rf/. 




dVL 


rfH 




rfK 


</K 


dx 


dr 


— aHK 


dx 


dy 


4-H' 


dx 


dy 


df. 


df. 




df. 


df^ 




df^ 


df. 


dx 


dy 




dx 


dy 




dx 


dy 



= o 



et, contrairement a I'hypothese, les equations proposees admettraient 
au moins un couple de racines multiples. Done, en vertu du lemme ci- 
dessus demontre, la fonction (ai), divisee par/, [x, y), donne un cer- 
tain quotient entier $, (a:, v), et Ton a 

(22) Fz=<I>./. -+-<!),/,; 

c'est le premier point qu'il fallait elablir. 

Appelons fx\, /x'^ les degres de $|, $2, et, comme nous I'avons fait, 
fx celui de F^ si les sommes /x'^H-m,, jx^-hmasont inegales, la plus 
grande est necessairement egale a /x, car elle mesure le degr^ du 
second membre de Tequation (aa), etpar consequent celui du premier. 
On a done, soit 

soit 

Si au contraire ces sommes sont egales et si leur valeur commune ne 
surpasse pas jx, on a evidemment 

mais cette valeur commune pent surpasser /x, car rien n*empeche que 
dans la reduction du second membre de (22) a un polynome ordonne 
suivant les puissances des variables, les termes de degres superieurs 
a jx ne se detruisent mutuellement. Soient alors f «, f 2 les groupes prin- 
cipaux de $,, $2 et gt, g2 ceux de/,,/a; I'ensemble des termes de 
degre jx'j4-/w, ou ii^-hm2 dans le second membre de (22) developpe 
sera <Pt g^'^ <p2g2'^ niais cette quantite est identiquement nulle, car 
le degre du second membre ne pent surpasser celui du premier. De la 
relation 
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on tire 



9, =r 



Les polynomes honiogenes ^,, g^ sont decomposables en facteurs du 
premier degre, et il est visible qu'aucun facteur Ar-i-5y de g', ne peut 
diviser g^, car en appelant k une quantite differente de zero, les 
valeurs 

qui ne peuvent etre toutes d^ux egalesa zero, annulant rx-^sy, an- 
nuleraient aussi a la fois g^ et ^a, ce qui est contraire a Thypothese. 
Done gt, premier a ^j, divise 92> ct Ton a 

(23) Cp,=rgg-„ 

et, par consequent, 

Q designant un polynome bomogene de degre /x, — /w, = jx', — m^. 
Ajoutons membrea membre Tequation (22) etl'identite 

il viendra 

et les fonctions qui multiplient/i 9/2 ne sont plus que des degres fx'^ — 1 , 
jx 2 — I, au plus, car leurs termes de degres jx'j, jx'^ se detruisent reci- 
proquement en vertu des relations (23), (24). 

En raisonnant comme tout a Theure ou en employant cette methode 
de reduction selon le cas, on arrivera evidemment toujours a trouver, 
pour les multiplicateurs de/1,/2 dans la formule (22), des fonctions 
entieres P,, Pa dont les degres jx,, /Xa verifient Tun ou I'autre des sys- 
temes d'inegalites (17), (18), car la plus grande des sommes jx, -f- /w,, 
ixa 4- /W2 ne peut s'abaisser au-dessous de |x (*). 



(*) II est ais^ d'obtenir les solutions entidres de l*6quation ind^termin^ 
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8. OccupoDs-nous a present des sommes des puissances semblables 
des solutions des equations (a). Nous avons vu (n°3) qu'en appelant 



enlre les fonctions inconnues *,, 4>,. Comme on a 

on aura aussi 

/(*.-P.)+/,(*,-P,) = o; 
d'oii 

^. p_ /.('^.-PJ 

Or /, et /, ne peuvent avoir aucun facteur entier commun, car autrement leurs groupes 
principaux ne seraient pas disjoints ; done 

*, = P, + ®/., 
et par suite 

*. = P,-0/;; 

9 d^ignant une fonciion enti^re. 

Les fonctions donn^es par ces formules sont ^videmment les plus g^n^ralcs qui v^rifient 
r^ation ind^terroin^, si Ton prend pour une fonction enti^re arbitraire. 

Quand 6 est un polyndme de degr6 fixe k coefficients variables, T^quation 

*, = o 

repr^nto une courbe variable de degr^ d6termin6 passant par les points communs aux 
deux courbes 

P. = o, /,=:o; 
de mSroe T^quation 

4>j = o 

correspond a un faisceau de courbes ayant pour sommets les points d'intersection des courbes 

et le lieu des intersections des ^l^onents correspondants des faisceaux (<t^i ), (0, ) est la courbe 

F = o. 

Aussi, pofir obtenir un mode de generation eTune courbe algebric/uc par les intersections 
mutuelles de deux faisceaux tie courbes variables^ il sujjit dc connuitre deux courbes fixes 
dont tous les points d intersection appartiennent a la proposee. Cette remarque peut 6tre 
fort utile en g^m^trie; en particulier elle conduit tout naturelleroent aux nouvelles gene- 
rations trouv^es par M. Chasles pour les courbes du troisi^roe et du quatri^me degre. 

II est bon d'observer en passant que les limitcs inf6rieurcs des degr^s de P,, ?,, que nous 
avons trouv^es tout & Theure, n'existeraient pas necessairement si /i,/, n'avaient pas leurs 
groupes principaux di^oints.En prenant, par exemple^pour une fonction d'un degr6sufQ- 
samment eiev^, on peut rendre les degr^s de <!>,, ^^ bien sup^rieurs ^ p, et F sera ddcomposee 

a3. 
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{c(f |3) un couple de solutions et posant 

/: --■- /?2 ( X — a ) -+- ^j (7 — p ), 



en la somme dcs produits de 0,, <I>, par des fonctions enti^res/,, /, dont Ics degrds ne peu- 
vent Stro abaiss4s au-dessous des differences enire cclui de F et ceux de <!>,, <l>, puisqu'elles 
sont negatives. II est Evident que les groupcs principaux de <!>,, <I>, ne sonl pas disjoints. 

Cette proposition, que je d^montre ici pour en faire un usage fort restreint, a lieu pour 
des fonctions enti^res k un nombro quelconque de variables ; on T^tablirait sans peine en 
suivant notre methode. Je n'ose pas encore m'en attribuer la d^couverte, bien que je ne Taie 
pas encore vue dnonc^, encore moins d^montr^e g^ndralemcnt. Elle me paratt ^tre d'une 
importance capitale dans la doctrine des expressions k plusieurs variables ou inconnues 
simultan6es, ou elle joue le m6me rdle que la suivante dans la th^orie dcs Equations a une 
seule inconnue : Qua/id une etjiiation entiere admet toutcs les racines d'une autre equation 
qui ncn a point dc multiples^ son premier membre est divisible par celui de cette autre, 
J*en cilorai U^ applications suivantes^ qui se pr^entent d'elles-m^mes : 
1° Si deux courbes algebriques de degre rn, /w, ont //i, /w, /joints eP intersection sur u/ie 
courbe dc degre w,, les m^[m — /?/,) autre s sont sur une mime autre courbe de degre 
m — ///,. En effet, les /w, w, points d'intersection des courbes (w, ), (wj sont tons sur la 
courbe (m]\ done, en appelant/,/,/,, les premiers membres des Equations des courbes 
propos^cs, on a 

ou />,, p.^ sont des polyndraes enliers. Done, les points communs aux courbes/, /qui n*ap- 
partiennent pas 1)1/ , il y en a w, (/w — w,), sont situ^s sur la courbe p^ = o, dont le degr6, 
comme nous I'avons reconnu, est g^neralement 6gal k m — /w,. 

ExEHPLE. — Quaiul deux courbes du troisieme degre ont six points cP intersection sur 
une conique, les trots autres sont en ligne droite. On 6tablit ordinairement cette proposition 
par une methode toute diff^rcnte. 

•2° Le premier membre F de T^quation de degr6 ^n^m^ qui a pour racines les valeurs 
d'une m(^me inconnue dans les couples de solution des Equations (a) peut ^videmment dtre 
consider^ comme une fonction des variables x, j (bien qu'elle n*en contiennc qu*une seule) 
cpii-s'^vanouit pour tous les couples do solutions des ^nations proposes. On a done, en 
vertu de notre th^r^me fondamontal, 

p^ et p^ etant des fonctions enti^res. Done, on peut toujours eliminer une des variables en 
njoutant membre a membre les Equations propos^es multipli^es par des polyndmes cntiers 
convenablement c/ioisis, 

Quand les Equations simultan^ ne satisfont pas aux conditions pos^s, le th6or^me fon- 
damental a toujours lieu, mais avec des modifications dans r^nonc^ que je n'examinerai pas 
en ce moment. 
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(25) 



oil Pi, qt, /7a, q^ sont des fonctions entieres de cCfyet aussi de a, ^, le 
determinant 

Pu q^ 

jouit de la double propriete : 

1° De s'evanouir quand on prend pour x, y les elements de tout 
couple de solutions autre que (a , ^) ; 

2° De prendre la meme valeur que le determinant 



(26) 



dx 
dx 



dy 



pour 07 = a, 7 = /3. II en resulte que si on caleule les jn^m^ determi- 
nants semblables a(25) en considerant successivement les m^m^ cou- 
ples de solutions des equations proposees, leur somme prend la meme 
valeur que I'expression (26) cliaque fois que a?, y regoivent les valenrs 
d'un couple de solutions. Done la difference 



2 









rf/l, 


df. 


/>'. 


9' 




dx 


dy 


^»» 


?» 




dx 


df^ 
dy 



s'evanouit pour toutes les valeurs de x^ y propres a verifier les equa- 
tions proposees, et en vertu du tbeoreme fondamental on a, quelles que 
soient a?, y, 

/>,, qy dx'' "ly 

dx dy 



(27) 



2 



= 9'/ "^ ?'/«» 



f I, fa etant deux fonctions entieres des variables. C'est Tidentite d'oii 
nous allons tirer les formules de Newton pour les equations simul- 
tanees. 

II resulte du mode de formation de/>o q^ que ces quantites sont des 
fonctions entieres de [x r- a), [y — jS) de degre m, — i , et si on deve- 
loppe les puissances et produits de ces differences, elles deviendront des 
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Conrtions entieres de x^ y, a, /3 de degre /w< — i par rapport a x^y^ 
I't aussi par rapport k a> |3; de meme, p2 ct ^2 se transforment en des 
fonclions entieres de degre m., — i par rapport ^ a:, ^ et a, |3. Done les 
determinants semblables a (25) sont du degre /w, -h /Wj — 2 = jx par 
rapport, soit a x, y, soil a a, /3, et leur somme est une fonction de 
degre /x en x^ y dont les coefficients sont des fonclions lineaires des 
sommes symetriques 

' ^ -=: nix m,y 



('•8; / 



2, 



2 «^ 2 «'*"' p.. • - 2 ^P'*"'. 2 P'*' 



dont le nomhre est 



1 H- 2 -f-3 -h. . -f-u-f-i"--— ^ 



I .2 



Le determinant des derivees partielles etant lui-meme du degre /x, 
le premier membre de Inequation (27) est aussi du meme degre, et, 
comme on Ta vu (n°7), on pourra supposer ou que le degre de 9^ est 
ogal a |x — /?i| , et celui de 92 = < f^ — 'W2» ou que le premier est < /x — m^ 
et le second = |x — m^. On pourra done toujours representer 9<, 93 par 
des fonctiohs entieres des degres [i— mt = m^ — 2, jx — mj = m, -— 2 
a coeflicients indelermines dont quelques-uns seront pris egaux a zero, 
si Tun des degres de 91 etfs est au-dessous de sa valeur naturelle. 

En ordonnant les deux membres de I'equation (27) par rapport aux 
puissances et produits de x, y, et egalant les coefficients des termes 

semblables, on obtiendra — — -^^ — — equations qui contiennent li- 

neairement les sommes inconnues (28) et les coefficients egalement 
inconnus des fonctions 91, 90. 

Le nombre des coefficients de 91 est 

m,(m2 — i) 



I -f-a-f-.-.-h/Wj I zrr 

I .2 
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celui des coefficients de fa est pareillement ^*' - -'^ '-i, et par suite le 
Dombre total des inconnues s'eleve k 

(|tx-4-2)(a4-i) ^ mtintj — i) mtinh— i) 



1.2 1.2 I <2 



Les equations lineaires dont il s*agit et que nous dcsignerons, pour 
abreger, par le signe {p, q), ne sufBsent done pas pour determiner les 
somnies cherchees, puisque leur nombre est inferieur a celui de toutes 
les quantites inconnues. 

Mais on remarquera qu'en faisant x = a,y = ^ dans I'equation (i), 

puis les multipliant successivement par les ^'^^'"~ '^ quantites 

I 



et faisant la somme des r^sultats obtenus en remplagant a, |S par les 

iW| /Wj couples de solutions, on obtient ^ *"" ■ nouvelles equations 

lineaires (5,) entre les sommes (28); que, pareillement, on pent 

deduire de I'equation (2) ^'^^'~' '^ autres equations lineaires [s^] 

entre les memes inconnues; par consequent on a toujours, outre les 
equations (/?, y), les deux systfemes (5,), (^2) qui completent le nombre 
d'equationsnecessaire au calcul de toutes les inconnues. D*ailleurs, les 
quantites connues de ces equations sont des fonctions enlieres des 
coefficients des equations proposees. C est done r ensemble des relations 
iP» 9)' (^0» i^i) 9^ reprisente les formules de Newton pour les equa- 
tions simultanees binaires, car eUes ramenent le calcul des sommes des 
puissances semblables des solutions a la resolution de simples equations 
lindaires. 

9. Les remarques suivantes eclairciront encore cette analyse : 

1^ Les fonctions entieres p^, q^ ne sont pas determinees d'une ma* 
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i .\x* ,*NxoUh\ oar elles ne sont assujetties qu'a verifier r^quation 

cj, (^ — a) -f- xt (r — P ) =/» 
; .»a Tou lire [voirh premiere note du n®7) 

.'\ ohinl une fonction entiere quelconque. De meme, les valeurs les plus 
D*apres cela, la forme la plus generale du determinant {2^) sera 



p.. 


9- 


-1-9 


p„ q. 






Pm 


> ?' 




/»' 


. 9« 



9. [p,{x — a)+q, (x — P)] + 6,[p, (x-») + q, {y - ^)] 



o,f,-^e,f„ 



et son introduction dans I'equation (27) ne change rien a nos conclu- 
sions; on trouvera seulement d'autres valeurs pour les coefficients des 
fonctions f,, (p^. 

Mais voici un resultat important : si on choisit &„ 0, de telle sorte 
que Ton ait 

I'identite (37) devient 

df. df, 



(29) 



2 






dx dy 

dfi^ dfi 
dx dy 



elle oflre alors Tanalogie la plus frappante avee I'identite de Newton 

^^ X — a 

Malheureusement il parait difficile de determiner a priori ce qu'il 
y a d'arbitraire dans les fonctions /?o ^o/'a* ^a* de maniere k ramener 
I'identite (27) a la forme (29). On peut meme se demander si, pour 
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une meme equation, cette determination est independante des coeffi- 
cients de I'autre, c'est-a-dire si/< etant donnee, par exemple, P\yq\ 
auront les meines valeurs quelle que soit/^f ce qui ne serait pas sans 
importance. 

2® Pour calculer/?^ q^, \\ n'est pas n^cessaire d'employer le precede 
(n® 3), qui exige Tapplication de la formule de Taylor, puis le deve- 
loppement ullerieur des puissances et produits de [x — a), [y — |3). 
On pent former ces fonctions par une sorte de division algebrique a 
deux diviseurs, qui pent etre consideree comme I'extension de ceHe 
operation ^lementaire aux expressions binaires. Yoici la disposition 
du calcul : 



I*' diviseur. 


Dividende /,. 




Qine diviseur. 


X — a 


'«, "+" 'm,— 1 "+" tm^—i -h..« 




r-P 


I «' quotient. 


Dividcndes partiels. 




a™* quotient. 


Um^—\ ~f" l/fli,— J -f- . . . 




^-r 


-1 -h i'm,-, -4-. . . 



^m,» im,-\y ^iii,-2"« rcpreseutent les groupes homogenes de degres /W|, 
m< — I, m^ — 2,..., dont/v est la somme. On dwise celui de degre 
le plus eleve par a?, 7, c'est-a-dire que Ton cherche deux quotients 
Wm,-o ^/n.-i tels que Ton ait 

On multiplie ces quotients par a, j3 en changeant les signes. On ecrit 
la somme des produits au-dessous du dividende, et on abaisse le groupe 
de degre 7w< — i ; on obtient ainsi un second dividende partiel, et ainsi 
de suite. Lereste a toujours la meme valeur que/, (a, jS) et s'evanouit 
par consequent : les quotients sont des valeurs de pt, q^. 

Les divisions partielles peuvent evidemment etre operees d'une infi- 
nite de manieres dont les combinaisons fournissent toutes les valeurs 
possibles de/i,, 9,; la plus simple en apparence consiste, en vertu de 
la propriete des fonctions homogenes, a prendre chaque quotient par- 
tiel egal a la derivee par rapport ao? ou j du dividende correspondant, 
divisee par le degre de celui-ci; I'algorithme est ainsi beaucoup sim- 
plifie. 

jinnaUs scientifiquet de Vicole NormaU superieure, Toma IV. ^4 
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On procedera de meme pour obtenir /?„ ^,1 ^t plus g^neralement 
pour trouver deux foDctioos qui, multipliees respectivement par deux 
autres donnees, donnent deux produits dont la somme reeonstitue una 
fonction donnee, pourvu toulefois que cette sorte de division soit pos- 
sible en vertu de notre theorfeme fondaroental. 

En prenant les premiers quotients proportionnels aux derivees des 
dividendes partiels correspondants, on trouve, pour le premier groupe 
du determinant (a5) ordonne : 

dx 
dt' 



nix nii 



du, 
djr 

dx dy^ 



et pour celui de la somme de tousles determinants semblables : 



N 



/It I m-i 



du, dtm, 
dx dy 

dx dy 



i^ designe le groupe principal de I'equation (2) et N le nombre des 
couples de racines du syst^me propose. D'autre part, le premier groupe 
du determinant des derivees partielles des premiers membres des equa- 
tions proposees est : 



du, du, 

dx dy 
dtL 



dlL 



I 



dx dy 

Maintenant, en egalant les groupes de degr^ fx dans les deux membres 
de la relation (27), et designant par ^,„,.2> gm,^2 l©s groupes princi* 
paux de 9^9 f 2» on obtient 



(3o) 






Posons 



du, 
dx 

dx 



djr 

dt' 
dy 



y=rx; 



I I 



U^gm^—l -^ U^S'n,-!* 
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retant unc raciDe de Inequation en - de degre mi. 



la relation (3o) devient 






/ N \ 1 rf/„. 



et, par consequent, apres la division des deux membres par ctf"'"^^ une 
Equation en r de degre m^— \ seulement; conome r est une racine 
quelconque d'uneequation de degre m^ , il faut necessairement que eette 
derniere equation soit identique, et, par suite, que le coefficient de r^'^* 

— (N — m,m,)T, 

T designant le coefficient de y"> dans /,, soit nul. Or, on pent supposer 
(n^ 2) que t n*est pas nul; done 

ce qui fournit une nouvelle confirmation du theoreme de Bezout. On 
trouvera ensuite que tons les coefficients de ^'^,-2 s'evanouissent de 
mSme pour ceux de gm^-^* n semblerait, d*apres cela, qu'il suffit d'ef- 
fectuer la division binaire en prenant les quotients simultanes propor- 
tionnels aux derivees partielles du dividende correspondant pour obte- 
nir la relation (27) sous la forme (29); mafs il n'en est rien : on pent 
s'en assurer par Texamen des cas particuliers les plus faciles, par 
exemple celui de deux equations. Tune du troisieme, I'autre du pre- 
mier degre. 

3^ La resolution des equations (/>, 9), (5,), [s^) serait extremement 
penible, pour ne pas dire impossible, si chacune d'elles contenaittoutes 
les inconnues. Mais les choses se passent a peu pres comme dans les 
formules ordinaires de Newton. Les sommes d'un mSme degre se de- 
terminent ensemble, independamment de celles de degres plus eleves. 

L'identification des groupes de degre fx dans les deux membres de 
r^quation (27) donne /x -h i = m, -h ma — i Equations oil les incon- 
nues sont 2 = N et les mj — I -f- m, — I = /x coefficients des groupes 

24* 
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priiiripaux de ^ i, f a; ce sent celles d'oii nous venons de tirer la valeur 
de N. ^identification des groupes de degre [i -- 1 donne |x = iw, 4- iWj — 2 

equalions oil les inconnues sont V«, V ^ et les /Wj — a -+- m, — 2 = |x — 2 

cocfBcients des groupes qui suivent les principaux dans ^^ f^; ces 
equations contiennent aussi N et les coefficients des groupes princi- 
paux de (pf, (p,; mais ces quantites sont connues par la resolution des 
premieres. De meme pour les groupes de degre /x — 2, et ainsi de suite. 
II arrivera bien entendu un moment oil on devra faire intervenir suc- 
cessivement des groupes d'equations prises dans les systemes (5|), (^2)* 

On reinarquera que les sommes de degr^ co dependent simplement 
des coefficients des equations proposees qui affectent des termes de 
degres egaux ou superieurs a /n, — w dans la premiere, b m^ — w dans 
la seconde, absolument comme pour les equations a une seule in- 
connue. 

4*^ Le systeme total des equations (/», 9), (5,), (53) se decompose 
done en /x + I autres beaucoup plus simples, qu'il faut resoudre dans 
un ordre determine. On remarquera que les coefficients des inconnues, 
dans chacun des systemes secondaires, ne dependent que de ceux des 
groupes principaux des equations proposees. 

Pour rendre notre analyse tout a fait rigoureuse, il faudrait demon- 
trer que cbaque systfeme secondaire est possible et determine. Le pre- 
mier point est evident, le second revient a prouver que le determinant 
des coefficients des quantitis inconnues n'est pas nul; je n'ai pas en- 
core pu I'etablir d'une maniere generale. On trouvera sans aucun doute 
que tous les systemes secondaires ont un determinant commun ^gal au 
premier membre de I'equation finale resultant de I'elimination de x^y 
entre les equations homogenes 

« 
qui ne pent etre nul, puisque ces Equations n'admettent par hypoth^se 
d'autres solutions que x=y = o. Cette induction est au moins ren- 
due fort plausible par Texamen des cas particuliers les plus faciles. 

On peut observer encore que la nuUite du determinant d'un systeme 
secondaire entrainerait, a cause de la compatibilite evidente des equa- 
tions qui composent celui-ci, la nullite de tous les numerateurs des 
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inconnues calculees par les formulesde Cramer; or, cesnumeraieurs 
contiennent beaocoop de quantites qui D'entrent pas dans le denomi- 
nateur commun^et, par eon^ecpient, il est difficile d'admettre qu'ils 
puissent s'evanouir, quelles qufe soient ces quantites. 

5® Apres avoir obtenu par ce qui precede les sommes de degres 
egaux ou inferieurs a fx, on trouvera successivement celles de degres 
superieurs par un proced6 analogue k celui qu'on emploic quand il 
s'agitd'une equation a une seule inconnue« Veut-on, par exemple, les 

sommes 2 «^"*"', ^oc^ ^.--f 2i^-^'^ ^" ^^^^ x= a, j==^ dans les 
proposees, on les multipliera successivement, la premifere par les mo- 

nomes de degre /x-/w, +1, a^~'"»"^\ a'*~'"'|3..., ^^-'^^^\ et on som- 
mera les resultats obtenus, en considerant tour a tour tous les couples de 
solutions; de meme pour la seconde, multipliee successivement par les 
monomes de degre |x — mj -h i . On aura ainsi |x — /w,-i-2-i-/x — m^-h 2 
on [JL -hi Equations lineaires d'ou Ton tirera les jx -h 2 sommes inconnues 
en fonction des coefficients des equations proposees et des sommes de 
degres inferieurs que la methode precedente aurait fait connaitre, et 
ainsi de suite. 

Quand le degre des sommes inconnues surpasse fx 4- 1 , on a evidem- 
ment par ce procede plus d'equations qu'il n'en faut; mais on reconnait 
aisement qu'on pent toujours en prendre un nombre sufTisant pour 
obtenir un determinant egal au premier membre de Tequation finale 
resultant de Telimination de x^ y entre les equations (3i); il se pre- 
sente meme sous la forme que lui donne la metbode dialytique de 
M. Sylvester. Cette remarque confirme Tinduction que nous faisions 
tout a rheure. 

10. La methode que nous venons d'exposer exige, il ne faut pas 
Toublier : 1° que les groupes principaux des equations proposees soient 
disjoints; iP qu'elles n'aient pas de couples-racines multiples. La pre- 
miibre condition est de rigueur, car sans elle le theoreme fondamental 
ne pent exister avec Tenonce dont nous nous sommes servi; je ne 
puis, pour le moment, traiter ce cas particulier avec toute la generalite 
qu'il comporte. Mais on voit aisement, par la methode des limites, 
que nos formules subsistant pour des equations dont les couples- 
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raciue^ UilYerent aussi pcu qu*on le veijt les ons des autres, on peut 
sii|>|Hi^r oes diiTerences infiniineat petites, ce qui entraine lenr yali- 
%\\t^ |HUir le cas BQeme oil il exisle des couples muUiples. 

1 1« Appliquons la methode k im systeme de deux equations du se- 
cond degns en posant 

la division binaire du n^ 9, efTectuee par la methode des deriv^es par- 
tiolles, donue ici 

p, =:aiX H- 6, J 4- «,a-f- 6,j3 4- rfi, j, = 6,j: -4- c,/-f- ft,a -h c,p + e,. 



et par suile 



2 






.^4 



a,j:-f-6,j, 6,0: -4- Ci/ 



-f- U(a,6,— ga6.)^gH-(g|Ca— gaC,)^P-f-4(fl|g»— gig|) 
4- (a.Ca — flaC) y' a 4- 2(6»C,— 6,C,)2P~'" 4(*i^i— *a^i) 

4- [(aie, — tf,e,)4-(rf,6, — rf,6,)] 2« 

4- [(6,4?, — 6,e, ) 4- (rf, c, — rf,c, )] 2 P -+- 4 (^>^' — rf»^' )• 



On trouvera, d'autre part, 



dx ay 
dx dy 



= 4 



a,j:4-6,j^, 6,j:4-c,^ 
a%x 4- 6,j, 6,07 4- cj 



4- 2 [(a,«»— a»«t) 4-{rf|6-— rf,6,)]ar 



4- 2 [( 6, e, — 6,e, ) 4- (rf,c, — rf,c, )]r -^ ( rf«^> — rf»^i )• 
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II faut maintenajit porter ces expressions dans ridentite (27); /x est 
ici ^gal k a, par consequent f 1, f^ ^nt des constantes, roais elles sent 
nulles, puisque les groupes principaux des deux parties du premier 
membre se detruisent. L'identite (27) prend done la forme (39); en 
egalant les coefficients des m6mes puissances des variables, on trouve: 

— [(fti<?»— ftitfi ) -4- (rf.c, — rf,c, )2P — 3(rf, <?j — rf,^,). 

Ce sont les equations que nous avons nommees Qo, y); m, — a, /Wj — 2 
sont tons deux nuls; par consequent les equations (^J comprendront 
simplement la relation obtenue en egalant a zero la somme des resul- 
tats de la substitution des quatre couples racines a a;, j dans/^, et pa- 
reillement les equations {$2) se reduiront k une seule. Les voici : 

Des deux premieres Equations (/>, 9) on tire 2) a, ^/^ ^^ fonction 
de a^, 6|« C|, e/|, e^; a^, &2» ^2» ^29 ^2* ^^"^ valeurs, substituees dans la 
troisieme et dans les deux precedentes, permettront de calculer^a*, 

2a/3» ^^^f qui contiendront en outre les derniers coefficients A<, A,. 

On remarquera que ces deux systfemes secondaires ont bien pour de- 
terminant commun le premier membre de la relation qui exprimerait 
que les groupes principaux des Equations proposees sont tous deux 
nuls sans que les inconnues le soient a la fois. 
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12. Notre theorie s'applique d*elle-meme aui^ equations entieres a 
un nombre quelconque d'inconnues, pourvu que leurs groupes prin- 
eipaux so'ient disjoints^ c'est-a-dire ne puissent s'evanouir qu'en rendant 
a la fois toutes les inconnues egales k zero. 

Le theoreme fondamental s'enonce comme il suit : 

Si une fonction entiere a i variables indipendantes s*ivanouil pour tous 
les systemes desolations de 1 Equations entieres a 1 inconnues (en suppo- 
sant que ces systemes sont tous simples, c'est-a-dire n*anaulent pas le 

determinant des i* deriv6es partielles des premiers membres) , on peui 
lamettre sous forme d'une somme de produits des premiers membres des 
equations donnies par certaines fonctions entieres dont les degris igalent^ 
ou du moins ne surpassent pas^ les differences entre le degre de la fonction 
donnee et ceux des premiers membres des Equations proposies. 

La demonstration se fait a peu pres comme celle que nous avons 
donnee. On demontrera ensuite. comme nous Tavons fait, qu'en met- 
tant chaque premier membre sous la forme 

/? ( ^ — a ) -h g ( r — P ) -f- r ( z — y ) -h . . . , 

la difference entre la somme des determinants des V quantites 

P\9 ^l» ''l • • • » 

Pa • • • ♦ 



ct le determinant des derivees partielles s'evanouit pour tous les sys- 
temes de solutions des equations proposees. On tirera une identite ana- 
logue a (^7), qu'on pourra reduire aussi a la forme (ag). On ecrira les 
equations analogues a [p^ q), puis les i groupes d'equations semblables 
a (5,), {Si)* et on aura tous les elements n6cessaires pour calculer les 

sommcs des puissf^nces semblables jusqu'a celles de degre iJL = \m — i 

inclusivement. Toutes les observations que nous avons faites pour un 
systeme binaire sont applicables au cas general. 
L'une d'elles conduit au resultat suivant : 

Les sommes des puissances semblables des racines d'un systeme d^ Equa- 
tions entieres et simultandes^ et par Consequent les fonctions symeiriques 
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ct enticres quelconques sont des foncUons rationnelles des coefficients des 
equations proposees. Ces fonctions sont fracdonnaires par rapport aux 
coefficients des groupes principaux, mats necessairement entieres, par rap- 
port a ceux de torn les autres. 

Et si I'on admet notre induction (n° 9, 4^) g6neralisee, lessommes ne 
contiennent d* autre denominateur que le premier membre de V equation 
resultant de l' Elimination des inconnues entre les equations qui exprime- 
raieni que tous les groupes principaux sont nuts sans que les inconnues 
le soient a lafois; si done les coefficients des Equations proposees sont des 
nomhres entierSf et si ce premier membre se rdduit a Vunite^ toutes les 
sommes ont elles-mimes pour valeurs des nombres entiers. 

Octobre i865. 
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D'OPTIQUE GfiOMfiTRIQUE. 



Par M. a. LEVISTAL. 

DOCTEUR ka SCIENCBS. 



PREMIER MfiMOIRE. 

SUR L£S PROPRI£t£S G£n£RAL£S DBS SYST£MES OPTIQUES 

DE RAYONS RECTILIGNES. 



INTRODUCTION. 

1. Les premieres recherches relatives aux proprietes generales des 
systemes formes par les rayons lumineux remontent a I'annee 1682, 
e{ ont trait aux courbes caustiques. Elles sontduesa Tsehirnhausen (*), 
qui se proposa de trouver I'equation de la caustique par reflexion dans 
le cas particulier oil, les rayons incidents elant paralleles et contenus 
dans un meme plan, la reflexion a lieu sur une circonferenee de cercle. 
Ge probleme, qui parait aujourd'hui fort simple, etait alors d*une 
grande difficulte, et la solution donnee par Tsehirnhausen fut reconnue 
fausse par Cassini, Mariotte et de la Hire, commissaires nommes par 
TAcademie des Sciences. L'attention des geometres se trouva des lors 
appelee sur c« genre de questions, dont ils ne tarderent pas a appre- 
cier toute I'importance pour Toptique. Les Bernoulli, Carre, de I'Ho- 
pital et plusieurs autres mathematiciens, indiquerent des methodes 
generales pour obtenir Tequation des caustiques planes par reflexion 
et par refraction, quelle que soit la nature de la courbe reflechissante 
ou refringente. A une epoque plus recente, la theorie des caustiques 

(*) TscHiRNHAUSEN , Ini>enta nofa, etc.. Acta eruditorum^ aoD^ 1682, p. 364. 

26. 
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planes a et6 Hotablcment perfectionnee par M. Quetelet, qui a montr^ 
que, dans un grand nombre de cas, ce^ caustiques, quoique fort com* 
pliquecs pap cUes-memeSy ne sont que les developpees d'autres courbes 
beaucoup plus simples, qui sonl en general des epicycloides {*). 

2. Malus est le premier qui ait considere les syst^mes de rayons 
dans Tespace. C'est dans un Memoire sur Toptique, publie en 1810 (**)^ 
qu'il demontra, au moyen d'une analyse assez laborieuse, le iheoreme 
fondamental qui porte souvent son nom. Ce theoreme peut s'enoncer 
de la maniere suivante : Lorsque torn les rayons qui composent unfais- 
ceau lumineux sont normaux a une mime surface, ils conservent cette 
propriete apres un nombre quelconque de reflexions sur des surfaces quel- 
conques, et un nombre quelconque de refractions par leur passage a tra- 
vers des miUeux limites jouissant de pouvoirs rifringents quelconques. Une 
erreur de calcul avait conduit Malus a refuser a cette proposition toute 
la generalite qu'elle comporte, et a la restreindre au cas d'une reflexion 
ou d'une refraction unique. M. Charles Dupin reconnut, en 1822, que 
le theoreme de Malus s'etend a un nombre quelconque de reflexions et 
de refractions, et substitua, pour le cas de la reflexion, une demons- 
tration geometrique fort simple aux considerations analytiques^ dont 
Malus avait fait usage (***). Timmermans (****) et, d'aprfes lui, Ger- 
gonne (*"**), traitferent d'une manifere analogue le cas de la refraction. 

L'importance du th^or^me de Malus, qui n'est applicable, du reste, 
qu'^aux milieux isotropes, et sa relation avec la theorie des caustiques 
sont faciles a concevoir. Si, en effet, un systeme de rayons lumineux 
peut etre considere comme forme de droites normales k une meme 
surface, il en resulte immediatement que le lieu des intersections de ce& 
rayons, c*est-a-dire la surface caustique, n'est autre que h surface a 
deux nappes, lieu des centres de courbure de cette trajectoire ortho- 

(*) QiTETELET, M(^moiro sur une. nouvelle manidre de consid^rer les caustiques, soil par 
n^.flexion , soil par refraction, Nouveaux Memoires de VJcnd^mie de Bruxelles, t. m, p. i5. 

(**) Malus, Memoire sur TOptique, Journal de l^J&cole Polytechnique, XIV* Cahier, p. 1 . 
•(**•) Ch. Dupin, Developpements de Geom^trie; 4*" l^^onoire : Sur les routes suivies. 
par la lumicrc dans les ph^nomdnes de la reflexion et de la refraction, p. 187. 

(****) TiMUERMANS, Correspondance mathematUpic et physique, 1. 1, p. 336. 

I«****j Gergon.ne, Demonstration purement geomeirlque du principe fondamental de la 
theorie des caustiques, Annates de Mathematiqucs pures et appUqueeSj t. XVI, p. 307. 
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gooale des rayon&; la.tb^orie.des caustiqu€;s se trouve fiinsi ratlacliee 
par un lien.intime ^.celle de la courbure des surfaces. 

3. Les g^oirtfeti^es debt 'n6us venolis de parier s*6taient ocrupes 
exclusivement des milieux isotro'pes. Les systbmcs de rayons qui se 
propagent dans les milieux de ce genre jouissent, comme nous venons 
de le voir, de la propriete d'etre toujours normaux k une meme sur- 
face; dans les milieux birefringents ou anisotropes il n'en est genera- 
lement pas ainsi, ce qui a fait donner aux systemes qui se propagent 
dans de tels milieux la qualification dUrreguliers. L' etude de ces sys- 
temes irr^guliers a ete abordee pour la premiere fois par Hamilton dans 
son traite intitule Theory of systems of rays, et surtout dans un sup- 
plement publie en i83o(*). Dans ces importants Memoires, Hamilton 
prend pour point de depart le principe de la moindre action, qui, 
lorsqu'on Tapplique aux phenomenes de Toptique, conduit k la con- 
dition 

i j vds = o, 

ds etant T^lement de la trajectoire suivie par le rayon lumineux, c la 
vitesse de la lumiere calculee dans Thypothese de remission. II fait 
dependre la solution de toutes les questions relatives a la reflexion et li 
la refraction, ordinaire ou extraordinaire, de Texistence d'uneyb/ic- 
tion caractSrisUque pour chaque systeme optique de rayons. Cette fonc- 
tion estdefinie en general de la maniere suivante : 



V= I vds=f{x,x, z, x\y', z\ ^). 



X, y^ z sont les coordonn^es du point final d'une trajectoire lumineuse, 
^t y\ 2' celles du point initial, ^ une constante qui depend de la cou- 
leur. Ce qui distingue les re.cherches d'Hamilton au sujet de cette inte- 
grale, c'est qu'il la regarde comme dependant des coordonnees varia- 
bles des deux extremiles du rayon et de la couleur, tandis que, dans 
Tenonce du principe de la moindre action, ces coordonnees extremes 
et la couleur sont consider^es comme constantes, et les points interme- 



(*) Hamilton, Theory of Systems of Rays, Transactions of the Irish Academy, l. XV, 
p. 69, et I. XVI, p. I et 94. 
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(liaires od s^efTectue la reflexion ou la refraction sent seuls supposte 
varier. Hamilton, dans le Rapport qu'il fit sur ses travaux a rAaBOciation 
Britannique (*), fail remarquer que la fonction caract6ristique V, dans 
rhypothese des ondulations, represente le temps de la propagation de 
la lumiere (Tun point a un autre. Mais il se borne k indiquer ce point de 
vue sans en tirer autrement parti, ce qui s'explique aisement par le 
peu de favour dont jouissait encore en Angleterre k cette epoque la 
theorie ondulatoire de la lumiere. Hamilton s'occupe du reste presque 
exclusivement des systbmes reguliers de rayons, et ce n'est qu'acces- 
soirement qu*il parle des modifications introduites dans ces systfemes 
par leur passage a travers des milieux birefringents. 

4. Les travaux d'Hamilton n'obtinrent pas d'abord toute Tattention 
qu'ils meritent, et ce n*est qu'aprfes un assez long intervalle que nous 
Yoyons M. Kummer revenir, en iSSg, sur le meme sujet dans uq 
tres-remarquable Memoire qui porte pour litre : Theorie gdnende des 
systimes de rayons r€ctilignes{**). Le celebre geometre allemand s'est 
propose iVetudier dans toute leur generalite les propriety d'un systeme 
de droites rempUssant respace ou une portion de respace, de telle mardere 
que^ par un point donne, il passe un rayon ou un nombre ditennini de 
rayons. Se placant a un point de vue purement g^ometrique, il n'a nul- 
lement a s'occuper des changements produits dans la direction des 
rayons par la reflexion ou la refraction, ni des relations de ces direc- 
tions avec le systeme des ondes lumineuses. De plus, il s*elfeve a un 
degre de generalite qui, sans doute, a un interel considerable pour la 
geometric, mais qui est inutile en optique. Les rayons qui se meuvent 
dans un milieu homogene quelconque jouissent en effet, de quelque 
maniere qu'ils y aient ete introduits, de cette propriete, dont on trou- 
vera plus loin la demonstration, que leur direction a avec celle du 
plan tangent a la surface de I'onde une liaison determinee et constante 
pour un meme milieu. II resulte de Ik que les systfemes de rayons opti- 
quement realisables dans un milieu donne ne sout pas quelconques. 



( * ) RejMrt of the first and the second meetings of British Association for the advancement 
nf science y p. 545. 

(**) Kummer, Allgeraeine Theorie der gradlinigen Slrahlensysteme, Journal de Creiie, 
t. LVIl, p. 189. 
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que leur conslitulion esl dans une connexion inl'ime avec cellc du mi- 
lieu, et qu'ils presenlent un certain nombie de parlicularit^a n'appar- 
tenant pas a un sysleme de droites choisies lout a fait arbitrairemeot. 
Les consequences que comporte la Lheorie de M. Kunimer, lorsqu'on 
la reslreint aux syslemes de rayons optiquemenl possibles, ont cte 
developpees ulterieurement par M. Meibauer {*). Get auleur s'occupe 
presque exclusivement des surfaces caustiques; c'est dans son travail 
que se Irouve pour la premiere fois enoncee d'une facon nelte la rela- 
tion qui, dans un milieu homogene quelconque, exists entre la direc- 
liou d'un rayon ct celle du plan tangent a I'onde au point oil die esl 
rencontree par ce rayon. 

5. Le rapide apergu liistorique que I'on vient dc lire indiquc suHi- 
samment le genre de questions que je me propose de traiter. Mon but 
esl de simplifier et de generaliser a la fois la demoostration des prin- 
cipes de I'oplique geometrique. La methode a laquelle j'ai recoure 
consiste essentiellement a faire inlervenir dans la solution des pro- 
bliimes qui sont du ressort de cetle brancbe des mathenialiques appli- 
quecs la consideration des ondes lumineuses, et aussi celle du temps 
employe par la lumiere pour se propager d'un point a un autre. Cette 
maniere de proceder offre ravantage de pcrmettre dc prendre pour 
point de depart, non pas les lois de la reflexion et de la refraction dans 
les milieux isotropes. mais le principe general enonce pour la pre- 
miere fois par Huygiiens sous le com de principe des ondes emeloppes, 
et qui esl applicable a toute espeee de milieu homogene. Les theo- 
remes de I'optique geometrique regoivent ainsi, par I'introduction de 
la notion du temps, une forme qui permet d'embrasser, dans un enonce 
unique, les proprietes des trajectoires lumineuses dans tons les milieux 
homogenes, isotropes ou anisolropes. 

Le present Memoire a pour objet I'etude des proprietes generates 
des systemes opliques de rayons rectilignes, c'est-a-dire des systemes 
qui se propagent dans un milieu homogene quelconque ("). Les prin- 

(*j Meibauer, Theorie der gradlioigen Stralilensysleine des Liclits, Bcrlio, 1864. 

[") Les princjpaux rfeullats contenus dans ce MSmoire ont Hi consign^s dans une Note 
pr^senlte k I'Acad^mie des Sciences le 10 seplembre 1866. Comptis rcmiiis /let seances lit 
I'AcmUmie des Sriences, I. LXHI, p. 45B. 
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cipes qui y sont exposes recevront ulterieurement leur application dans 
d'autres M^moires consacres aux surfaces aplanetiques et aux surfaces 
caustiques. Les resultats acquis pour les milieux homogenes peuvent 
du reste facilement s'etendre aux milieux het^rogfenes, ceux-ci pou- 
vant toujours etre consideres comme formes par la juxtaposition d'une 
infinite de couches homogenes infiniment minces. 



I. — Definitions et notations. 

6. Soit, dans un milieu homogene quelconque, un centre d'ebran- 
loment dont emane de la lumiere homogfene : le lieu des points aux- 
quels se communique )e mouvement vibratoire, au bout d'un temps 
donne, constitue une certaine surface; comme suivant chacune des di- 
rections qui partent du point lumineux la vitesse de propagation de 
ce mouvement est constants, les surfaces qui correspondent k des 
temps differents sont toutes semblables et semblablement plac^es par 
rapport au point lumineux. Le milieu etant homogene, la forme de 
ees surfaces et leur orientation dans le milieu sont independantes de la 
position du point dont emane la lumifere. Chacune d'elles a evidem- 
ment pour centre le point lumineux auquel elle se rapporte; d'ailleurs, 
la vitesse de la lumiere ne pouvant devenir infmie suivant aucune di- 
rection, ce sont des surfaces ferm^es. Nous les appell^rons surfaces 
d*onde caracteristiques du milieu. II est ctair, en effet, qu'un milieu 
homogene est optiquement d^fini, du moins pour une couleur d^ter- 
minee, lorsqu'on connait le lieu des points auxquels un mouvement 
vibratoire correspondant k cette couleur et emane d'un point quel- 
conque du milieu se communique au bout d'un temps donn^. Connais- 
sant une quelconque des surfaces d'onde caracteristiques d'un milieu 
homogene, par exemple celle qui a pour centre un point pris pour en- 
gine et qui correspond k Tunit^ de temps, il est facile de trouver toutes 
les autres; pour qu'une de ces surfaces soit determinee, il suffit alors 
de donner son centre et le temps auquel elle correspond. 

Pour que deux milieux homogenes soient identiques au point de vue 
optique (en ne considerant toujours que la lumiere d'une couleur 
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I delenirinee), il faul el il suffil ()ne les surfaces d'ouile caracterisliques 
tie Ofls dou\ miliuux corresponilutit ii tin mcme lemps, par oxempic a 

. I'lmUb (Je lemps, sciic|itiiOcuIiq.ues. 11 est cepeadajit u remarquer que, 
d«UK iiiiUeu% howogeocs, elaiit upli(]ii.eiuenl ideiitiqucs, la lumiere 
peut neaniuoins i'pi'ouver un cliaDgement de direclion en passant de 
Tun dans TaHtrc; c'est cc qui so pruduira loutes ics fols que ces mi- 
lieux seront places de fa^on que les rayons vecteurs liomologiies des 
surfares d'unde caracterisliques ne soieul pas paralleles, comme cela a 
lieu lorsqu'on superpose deux lames d'un mcme ci'islal taiilees suivant 
des plans differcnts. Pour que deux milieux Immogenes puissent etre 
considcres comme formant un tout continu, il fa ut done et il suffit : 
I*" que ics surfaces d'onde caracterisliques correspondant a I'unite de 
lemps soienl identiques; a" que les rajons vecteurs liomolo{i[ues dc ces 
surfaces soienl paralleles. Pour les milieux homogenes isotropes, les 
surfaces d'onde caracterisliques etanl loujours spheriques, la premifere 
condition est suffisanle. 

Les milieux liomogenes dont les surfaces d'onde caracterisliques 
correspondant a I'unite dc temps, sans etre identiques, sont semblables, 
constituent un groupe el jouissent d'un certain noinbre de proprietes 
communes : tel est, par exemple, le groupe des milieus homogenes 
isotropes dont les surfaces d'onde caracterisliques, correspondant a 
runiti' de temps, sont toulcs des spheres, mais de rayons differents. 

7. Les surfaces d'onde caracterisliques d'un milieu liomogene ont 
une ou plusieurs nappes, suivant que, sur cliaque direction, le mou- 
vement lumineux peut se propager dans ce milieu avec une vilesse 
unique ou avec plusieurs vitesses ditTerentes; les milieux dont les sur- 
faces d'onde caracterisliques n'ont qu'une nappe sont dits unir^ringents ; 
ceux oil ces surfaces ont deux nappes sont dits birefringents. A un autre 
point de vue, on distingue les milieux Liotropcs, r'est-ii-dire ceux dans 
lesquels la lumiere se propage avec la meme vltesse dans toutes les 
directions, et les milieux anisotropes, dans lesquels la vilesse de propa- 
gation de la lumiere varie avec la direclion. Le calcul et I'experience 
s'accordent a montrer, si Ton ne tient complc que des vibrations 
transversales, qui seules paraissent aptes a produire I'impression lumi- 
neuse, que lout milieu homogene non isolrope est necessairement bire- 

j4analei icitarifijties rfr TAro/f A'u'/na/r iuprneurc. Tomt IV. ' a6 
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fringent. Dans Ics milieux homogenes isotropes ou unirefringents, les 
surfaces d*onde caract^ristiques sont ^videmment des spheres. Quant 
aux mrlieux anisotropes ou bir^fringentSt Toptique physique nous 
apprend qu'ild se divisent en deux classes. Pour les uns, les surfaces 
d'onde caract^ristiques sont fornixes d'une nappe sph^rique et d'une 
nappe presentant la forme d*un ellipsoide de revolution, ces deux nappes 
s'enveloppant I'une Tautre et se touchant aux extremites dc Taxe de la 
nappe ellipsoidale : ce sont les milieux uniaxes. Pour les autres, les 
surfaces d'onde cai*acteristiques sont des surfaces du quatrifeme dcgre 
indecomposables en surfaces du second degre : ce sont les milieux 
hiaxes. Remarquons dfes k present que les milieux uniaxes peuvent etre 
consider^s comme isotropes relativementaux rayons qui correspondent 
h la nappe sph^rique et qu'on nomme rayons onUnaires. Tous les theo- 
rfemes demontr^s pour les milieux isotropes sont done applicables aux 
milieux bir^fringents uniaxes, lorsqu'on se borne a considerer dans ces 
derniers milieux les rayons ordinaires. 

8. Nous represenlerons par 

Tequation de la surface d'onde caracleristique d*un milieu homogeue 
ayant pour centre Torigine des coordonnees et correspondanl k Tunite 
de temps. Celle de la surface d'onde caracleristique ayant pour centre 
Torigine et correspondant au temps T sera, par suite, 



•^(r T^ t)=^- 



Lorsque cette derniere equation sera suppos^e resolue par rapport a T, 
nous Tecrirons 

9(07,/, z) = T. 

L'equation de la surface d'onde caracteristique ayant pour centre un 
point dont les coordonn^s sont (a, b, c) et correspondant au temps T 
sera 

^fx — a x — b z — c\ 

ou 

q(x —a, x — hy « — c) = T. 
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S'il y a litu cie considerer deux milieux differents, nous donnerons au 
slgne lie l» (bnctionyou f I'indicc i pour le milieu oil se propagent les 
rayons incidenis et reflichis, I'indicc a pour le milieu ou se meuvcul 
les rayons refractos. Lorsqu'il s'agira d'un milieu birefringcnt, les 
indices o ou e ajouteA au signe de la fonctioQ serviroDl k disliuguer les 
deux napjies des surfaces d'onde caract^risticjues. 

Quand nous parlerons de reflexion el dc refraclion, nous supposerous 
toujours Implicilemenl que ta surface de separation oil s'opiire le chan- 
gement do direction des rayons est continue, c'esl-a-dire qu'cn cliaqui^ 
point de cettc surfaee on ne pent lui mener qu'un seul plan tangent. 
Celte restriction est essentielle, car la pluparl des theoi'i-mes auxqucLs 
nous serons conduits cessent d'etre vrais lorsque la surface de separa- 
tion est formec de plusieurs portions de surfaees se coupant sous des 
angles differents de zero, lorsque, par exempte, cetle surface est potye- 
dcique. Le cas oil la surface de separation presente un ou plusieurs 
points saillants doit egalement etre reserve. 

9. Nous designerons, pour abreger, les rayons ordinaires par le 
signe (o), les rayons exlraordinaires parle signe fe). Lorsque la luniiere 
passe d'un milieu birefringcnt dans un autre milieu Egalement birefrin- 
gcnt il y a en general quatre especes de rayons refraetes ; nous desi- 
gnerons par le signe [o, o) ccux qu'on obtient en prenanl dans les deux 
milieux les nappes ordinaires des surfaces d'onde caract^ristiques, les 
trois autres eapeces de rayons refraetes seront designees d'une maniere 
analogue par les symboles {e,e), (o, e), {e,o), la premiere lettre se 
Tapportanl toujours au premier milieu, c'est-h-dire a celui dans lequcl 
se meuvent les rayons incidents. On sail d'ailleurs que la construction 
qui donne certains de ces rayons refraetes pent devenir impossible, el 
leur nombre se reduire it 3, a 2, h i, et m^me a zero. Lorsque la lu- 
miere emanee d'un point silue dans un milieu birefringent subit une 
reflexion, il y a lieu egalement de distinguer quatre especes de rayons 
reflechis que nous designerons par les memes notations que dans le cas 
de la refraction. Mais ici il faul remarquer que les myons reflecliis (0,0) 
et (e, e) existent toujours, tandis que la construction qui donne les 
rayons reflechis (0, e) ou {e, 0) peut devenir impossible. 11 y a d'ailleurs 
une distinction essentielle a faire entre les rayons reflechis (o, o) et (e, e) 
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d'une part, et lea rayons reflechii^ (o, e) et (a, a) de ramtre. Pour Its 
rayons do premier groupe, c'estla mSme nappe de la surface d'onde 
caraet^rislique da milieu qui correspond aux rayons inetdentft ei aux 
rayons reflechis; pour ceux du second groupe, ce sont deux nappes 
differentes. II en r^sulte, comme cela est ais6 k concevoirt que ceKe 
derniere espece de reflexion oflre plus d'analogie avec la refraction 
qu'avec la reflexion proprement dite. Nous dirons qu'il y a reflexion 
homologue lorsque les rayons incidents et les rayons reflechis corres- 
pondent a une m£me nappe de la surface d'onde caracleristique du 
milieu, et qu'il y a rdflexion antilogue dans le cas conlraire. Les rayons 
(o, o) et {e^ e) sont done des rayons qui ont subi une reflexion homo- 
logue, tandis que les rayons (o, e) et {e^o) ont ^prouv6 une reflexion 
antilogue. Dans les milieux unirefringents, la reflexion est neeessaire- 
ment toujours homologue. 

10. Lorsque les directions des rayons incidents qui, dans un milieu 
homogene, tombent sur une surface reflechissante ou rcfringente con- 
courent en un m6me point situe endegd de cette surface, ce point, qu'il 
soit ou non celui d'oii provient la lumibre, portera le nom de point lu- 
mineux rSel; si le point de concours des rayons incidents est situe cui 
dela de ta surface reflechissante ou rcfringente, nous dirons, pour 
abrCger le langage, que ces rayons emanent d'un point lunUneux virtuei. 
Quant tons les rayons reflechis ou refractCs qui se propagent dans un 
milieu homogene sont dirigCs de fagon que ces rayons ou leurs prolon- 
gements convergent en un meme point, nous nommerons ce jpoini/oyer 
total. Si parmi les rayons reflechis ou refractes qui se meuvent dans un 
milieu homogfene il y en a une infinite, formant une surface conique, 
qui, par eux-memes ou par leurs prolongements, concourenten un meme 
point, ce point s'appellerayby^r^Mirrie/. Dans lecas de la reflexion, un foyer 
total ou partiel sera dii reel s'W est en deqk de la surface reflechissante, 
virtuei s'W est au dela; dans le cas de la refraction, ce sera Tinverse. 
S'ilexisle uoe serie de foyers partiels formant une ligne continue, cette 
ligne recevra la denomination de ligne focale. 

11. Nous terminerons ces considerations preliminaires par quelques 
remarques importantes relatives aux ondes. 
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1 bomogei 



Lursqiic les rnyuns qui so ineuvei 
|iys issus d'uii point situe dans ce milieu, ou quand, bien qucmananl 
d'uQ point »lu niilifu, ils oot subi une ou plusicurs rettexions, le lieu 
lies points nUetnls au meme inslnju par le mouvcmenl vibratoire qui se 
propage suivant ces rayons porte eocore le uoin (le surface d'onde. Mais, 
el c'fst la un point sur lequul on ne sauvait Irop inslstcr, ces ondes refle- 
chies ou refractees n'ont pas ou general, ainsi que nous le ferons voir 
plus loin, la forme des surfaces d'onde caracterisliques du milieu diinslc- 
quel elles se propagent tt ne constituent plus necessairement un systeme 
de surfaces semblablos ct concenlriques; dans un milieu isotrope, par 
exemple, ces ondes ne sont spberiques que dans des cas tres particulicrs. 

Soit un systeme de payons issus originairemcnt d'un point lumineux 
situe dans un milieu bomogeoe, ct se propageant actuellement, soit dans 
ce milieu, soit dans tout autre milieu bomogfene, ces rayons pouvant 
avoir subi un nombre quelconque de reilexions ou dc refractions, mais 
n'ayant eu a traverser que des milieux homogfenes : I'onde qui corres- 
pond a ces rayons pent avoir plusieurs nappes, mrme torsque le milieu 
dans lequel ils se meuvcnt actuellement est isotrope; c'est ce qui arri- 
vera en general si ces rayons ont eu a traverser anterieurement des 
milieux birefringenls. A plus forte raison I'onde a-t-elle plusieurs nappes 
quand les rayons se propagent actuellement dans un milieu birefringent. 
M estessentiel, d'apres cela, pour donnerde la precision aux tbeoremes 
iiuo nous aurons i enoncer, de grouper les rayons qui, issus originai- 
remcnt d'un mcme point lumineux, se propagent dans un milieu bomo- 
g^ne quelconque en systemcs lels qu'aux rayons d'un mfme systeme 
correspondent des ondes dont chacune soil formde d'unt nappe unique el 
continue. Nous appcllcrons rayons de mfme espece reux qui font partie 
d'un tel systeme. 

Pour que des rayons, issus originaircment d'un memo point, n'ayant 
eu a traverser que des milieux homogfenes et se propageant actuelle- 
ment dans un tel milieu, soient de memo espece, il faut et il suffil evi- 
demment, d'apres la definition que nous venous de donner : 

1° Que, si le milieu oii se trouve le point lumineux est birefringent, 
ces rayons soient lous originairemeut de ni6me nature, c'esl-a-dire tons 
ordinairesou tous extraordinaires; 

2° Qu'iis aient subi les menies reflexions et les memos refractions 
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sur les memes surfaces dans le meme ordre, eU p^r consequent, tra- 
verse les memes milieux homogfenes; 

3^ Oue, dans chacune de tes reflexions oU de ce^ ir^iVaclionSy ces 
rayons aient, ou tous conserve leur nature, c'est-k-dire feur quaKt^ d'or- 
dinaire ou d'extraordinaire, ou tous change ik la fois de nature. 

II faut se garder de confondre la denomination de rayons de m^me es- 
pece avec celle de rayons de meme nature : des rayons peuvent itre de 
meme nature, c'est-^*dire tous ordinaires ou tous extraordinaires relati- 
vement au milieu dans lequel ils se meuvent, sans pour cela Strc de m6me 
espfece; des rayons de m^me esp^ce sont n^cessairement de mSme nature. 

12. Consid^rons. enfin un systeme de rayons de meme espfece se 
propageant dans un milieu homogene quelconque; desrgnons par S 
Tonde formee d'une nappe unique et continue qui, a un certain instant, 
correspond a ces rayons, et par R un quelconque des rayons du sys- 
teme. Le rayon R peut rcncontrer Tonde S en plus d'un point; mais, 
parmi les points d' intersection du rayon R avec Vonde S, il y en a tou- 
Jours un, et un seul^ ou le mowement vibratoire est parvenu sur le 
rayon R a C instant considere, et c'est toujours ce point que nous en- 
tendrons designer quand nous parlerons du point ou le rayon R ren- 
contre t'onde S. Cette remarque ne doit pas etre perdue de vuc, car ce 
que nous aurons a dire de ce point ne sera nullement applicable aux 
aatres points d'intersection du rayon R avec Tonde S, s'il en existe 
plus d'un. On voit, de plus, que, toutes les fois qu'une ondeS estren- 
contree en plus d'un point par un rayon R du systeme auquel elle cor- 
respond, tous ces points, sauf celui oil le mouvement vibratoire est 
parvenu sur le rayon R a Tinstant considere, sont necessairement des 
points d'intersection du rayon R avec d'autres rayons du systeme. 

1 1 . — Principe de Huyghens ou des ondes en^hppes. — Construe- 
tion gin6rale des ondes rifUchies et rifracties. 

13. Les seules notions que !*optique geom^trique ait k empranter a 
la th^of ie m^canique des ondes sont : 

i^ La connaissance de la forme des surfaces d'onde caractdristiques 
des diffiirents milieux homogbnes; 
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2" he iheoremc connu sous le nom de princifie de Bayghens ou prin- 
eipe des ondes enveloppes ( ' ) . 

II importe, avanl lout, de bimi precisi^r lit signification et \a portue 
dc ce prineipe fondamenlal, tionl nous ne ferons, pour ainsi dire, ^ue 
developper les consequences dans toul ce qui va suivre. 

PlaQOQS-nous d'abord dans le cas le plus simple, relui oil la luinieii; 
emanoe d'un point situe dans un milieu liomogene indefini se propage 
ilans ce milieu sans subir de reflexion ni de refraction. Soit le point 
lumincux ; designons par S la position occupee par I'onde emanee du 
point lumineux au bout du temps T, par S' !a position de cette meme 
onde au bout du temps J -t- t. Les surfaces S et S' sout des surfaces 
d'onde caracterisllques du milieu; elles sont done semblables et scm- 
blablement placees par rapport au point lumineux 0. II suit de la quo 
I'onde S' pent etre regardee comme I'enveloppe des surfaces d'onde 
caracteristiques du milieu decrites des differenis points de I'onde S 
comme centres etcorrespoudant au temps t; ces surfaces d'onde carac- 
liiristiques sont ce que Huygbens appelle les ondes elemenlaires. On 
voit de plus que, pour avoir la direction du rayon qui passe par un 
point quelconque A de I'onde S', il suffit do joindre ce point au centre 
de I'onde elemeDtairo qui touche en A I'onde S'. II est bien entendu 
que, si le milieu est birefringent, on doit prendre pour onde elemen- 
taire I'une ou I'aulre des nappes de la surface d'onde caracteristique 
du milieu, suivant qu'il s'agit dc la propagation des rayons ordinaires 
ou des rayons extraordinaires. Les resultats que nous venous d'enoncer 
s'expriment sous une autre forme en disant que, pour ttudier la pro- 
pagation de I'oDde posleneuremenl au temps T, on peut supposer le 
point lumiaeux supprime, a condition de considerer chacun des 
points de I'onde S comme un centre d'ebranlemeut, mais de ne regar- 
der cliacunc des ondes elementaires emanees des differents points dc 
la surface S romine n'etant active qu'au point oil elle toucUe I'enve- 
loppc commune. Tant qu'on sc borne au cas simple de la propagation 
<le la lumiere dans un memo milieu bomog^ne , le prineipe de Huy- 
gbens n'est que I'expression d'une identite, el il n'esl pas besoin de 
demonstration sp^ciale pour faire voir qu'il ne pcut y avoir a un 
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instant donno de mouvement sensible surcha^aune dee oodes eleinen- 
tairos qu'au point oil elle touchc Tonde enveloppe. Mais Huygbeos ne 
s'est point artret6 ia : par une sorte d'intuilion il estarrivia g/^ir^- 
liser le principe dee ondes enveloppes et ^ le faire servir ^h cioaslruc- 
tion des ondes reflechies et refractees. Le principe, cod^u dans toute 
son extension, pent s'enoncer comme il suit : Que les cUferanis points 
d'une surface soient atieirUs successwement ou simulianemeni par le 
mous^ement vibratoire 4mane d'un point lumineux, I'onde, a an instant 
quelconque^ est toujours Venvehppe des ondes ilementaires emanees des 
diffirents points de la surface et considSrdes dans laposition qu'elles oc* 
cupent a ce moment ; de plus^ le rayon qui passe par un point quel- 
conque de I'onde passe aussi par le centre de I'onde Manentaire qui 
touche en ce point I'onde envehppe. La surface dont il s'agit peut etre* 
soit une surface d*onde, soit une surface reflechissante ou refringente, 
et, par suite, les ondes ilementaires peuvent correspondre k des leaips 
egaux ou in^gaux. Pris dans cette acception gen^rale, le principe de 
Huyghens est loin d*etre evident par lui-m^me, comme cela a lieu dans 
le cas ou Tonde se propage dans un m^me milieu homogene sans se 
reflechir ni se refractor. II ne suffit pas» comme Ta fait Huygbens, et 
aprfes lui Young et beaucoup d'autres auteurs, de remarquer que les 
ondes ilementaires se serrent de plus en plus k mesure que Ton se 
rapproche de I'onde enveloppe : tant que Ton ne fait pas intervenir 
la notion des interferences, on peut bien demontrer que, sur chaque 
onde eiementaire, k une distance tinie de Tenveloppe commune, le 
mouvement vibratoire est trfes-petit par rapport k ce qu*il est sur Ten- 
veloppe, mais non pas qu'il est infiniment petit (*)• Ce b'est que par 
les travaux de Fresnel qu'il a ete prouve rigoureusement que les ondes 
eiementaires se detruisent par interference, en tous les points qui ne 
font point partie de Tenveloppe commune, et que Temploi du principe 
de Huyghens s*est trouve justifie dans tous les cas. 

14. Prenons done ce principe pour point de depart, et» avant de 
passer k la construction generate des ondes reflecbies ou refractees » 



(*) C'est ce que M. Yerdet a prouv^ par Tanalyse dans les premieres lemons du Cours 
d*optique sup^rieure profess^ k la Sorbonne en i865. 
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appliquoDS-le a la solution d'un probleine qui se presentera constani- 
ment a nous par la suite. Soit donnee une onde S correspondant a un 
systeme de rayons de memo espece el se propageant dans un milieu 
homogene; cette onde, comme nous I'avons d^jJi fait remarquer, n*aura 
pas en general la forme des surfaces d'onde caracteristiques du milieu 
oil elle se propage, parce que les rayons pourront ne pas etre issus 
d*un point situe dans ce milieu, et que, mcme lorsqu'ils emanent d'un 
point situe dans ce milieu, ils pourront avoir subi une ou plusieurs 
reflexions. II s*agit, la position de i'onde S 6tant connue a un certain 
instant, de trouver la position de cette meme onde au bout d'un 
temps T positif ou negatif, c'est-a-dire a une epoque posterieure ou 
antericure de T a Tinstant considere, en supposant que, pendant ce 
temps T, I'onde ne subisse ni reflexion ni refraction. D'aprfes le prin- 
cipe des ondes enveloppes, il suffira, a cet effet, de decrire de chacun 
des points de la premiere onde comme centre une surface d'onde carac- 
teristique du milieu correspondant au temps T; si le milieu est bire- 
fringent, on prendra la nappe ordinaire ou la nappe extraordinaire de 
la surface d'onde caracteristique , suivant que tes rayons du systeme 
sont eux-memes ordinaires ou exlraordinaires. L'enveloppe des por- 
tions des surfaces d'onde caracteristiques ainsi decrites qui se trou- 
vent, si T est positif, en avant de la premiere onde, si T est negatif, en 
arriere de cette onde, sera I'onde cherchee. II pourra se faire que I'onde 
obtenue au moyen de cette construction soit, en totalite ou en partie, 
en dehors des limites du milieu; e'est ce que nous exprimerons en disant 
que cette onde est virtuelle en totalite ou en partie. La consideration 
des positions virluelles de I'onde, c'est-a-dire des positions qu'elle 
occuperait a des epoques anterieures ou posterieures a celles oil cette 
onde passe par ses positions r^elles, si le milieu dans lequel elle se meut 
se continuait au dela des limites qui le separent des milieux contigus, 
nous sera d'un grand secours dans la demonstration de plusieurs theo- 
remes. 

Remarquons encore que, d'apres la construction que nous vcnons 
d'indiquer, toutes les fois que Tonde qui se propage dans un milieu 
homogene ne coincide pas avec I'une des surfaces d'onde caracteristi- 
ques de ce milieu, les diflerentes positions qu'elle occupesuccessivement 
ne constituent plus un systeme de surfaces semblables etconcentriques. 

Annates scientifiques de l'£cole Normale superieure. Tome IV. 2 5 
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15. II est facile de traduire la construction pr^cedenle en langage 
analytique. Designons, en efTet, par 

(I) ^{x',y',zn^o 

Tequation de I'onde consideree dans la position qu'elle occupe a un 
certain moment pris pour origine» et soil 

Tequation de la nappe, de mSme nature que les rayons, de la surface 
d'onde caracteristique du milieu d^crite de I'origine comme centre et 
correspondant a I'unite de temps. L'^qualion de la surface d'onde ca- 
racteristique du milieu, d6crite d'un point quelconque (a/, y, z') de 
Tonde primitive comme centre et correspondant au temps T, sera, en 
ne considerant que celle des nappes de cette surface qui est de meme 
nature que les rayons. 



M 



/i I — 7^ — > — J — > — T~)^^' 



L'onde au bout du temps T est I'enveloppe des surfaces representees 
par Tequation (a). Pour obtenir cette enveloppe, il faut, entre les 
equations (i) et (2), 61iminer Tun des trois parametrcs variables af^ 
.y\ z\ par exemple z\ ce qui donne une equation de la forme 

qui ne contient plus que deux parametres arbitraires x* ety'. Si, entre 
I'equation (3) et les deux equations qu'on obtient en la differentiant 
par rapport aux deux variables x' et j^', Equations qui sont 

d^ d^ 

on elimine^' ^ty\ on arrive ^ une equation de la forme 

V{x,y,z,T) = o, 

qui represente Tonde dans la position qu'elle occupe au temps T. 
16. Nous pouvons maintenant aborder le probleme general de la 
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construclion des ondes reflechies ou refract^es. Soient deux milieux 
homogenes separes par une surface continue; supposons que, dans Tun 
de ces milieux, se propage un syst^me de rayons de meme espece, issus 
originairement d'un point lumineux situ^ dans ce milieu ou dans tout 
autre milieu homogene, mais n'ayant eu k traverser que des milieux 
bomogbnes. A ce systeme de rayons correspond un systeme d'ondes 
que nous nommerons ondes incidentesy et, comme les rayons sont de 
meme espfece, chaque onde incidente est formee d'une nappe unique 
et continue. Lorsque les rayons incidents viennent a rencontrer la sur- 
face de separation des deux milieux, la lumierese divise, du moins en 
general, en deux parties, dont Tune rebrousse chemin dans le premier 
milieu et est dite reflichiey tandis que Tautre penfetre dans le second 
milieu et est dite rSfractde. 

Ceci prose, considerons Tonde incidente dans une certaine position S, 
oil elle coupe la surface de separation des deux milieux, et proposons- 
nous dc trouver la position de Tonde retl^cbie ou refractee. Nous ferons 
encore usage du principe des ondes enveloppes. Supposons, en pre- 
mier lieu, qu'il s'agisse de Tonde refractee. Des differents points de la 
courbe suivant laquelle Fonde S coupe la surface refringente comme 
centres on decrira des surfaces d'onde caracteristiques du second mi- 
lieu correspondant au temps T; on cbercbera ensuite I'intersection de 
Tonde incidente post6rieure der k Tonde S avec la surface refringente, 
et, des differents points de cette courbe comme centres, on decrira 
des surfaces d'onde caracteristiques du second milieu correspondant 
au temps T — t. On donnera k t toutes les valeurs positives com- 
prises entre zero et T, et toutes les valeurs negatives comprises de- 
puis zero jusqu'a une certaine valeur limite pour laquelle l*onde in- 
cidente devient tangente k la surface refringente et cesse de la couper; 
Tenveloppe des portions situees dans le second milieu des surfaces 
d'onde caracteristiques ainsi decrites des differents points de la sur- 
face refringente comme centres sera I'onde refractee au bout du temps T. 
En d'autres termiBS, de chaque point de la surface refringente comme 
centre on decrit une surface d'onde caracteristique du second milieu 
correspondant au temps T— t, t etant I'intervalle qui s'ecoule entre Ic 
moment oil Tonde incidente passe par la position S prise pour origine, 
et celui oil elle passe par le point considcre, et ce temps r etant pfis 
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posilivcment ou negativement, suivant que le premier de ces deux 
moments est anterieur ou posterieur au second ; TeDveloppe des por- 
tions situees dans le second milieu de toutes ces surfaces d'onde carac- 
teristiques est t'onde r^fractee demandee. Une construction absolument 
semblable a la precedente donne la position de Tonde reflechie au bout 
du temps T; mais, dans ce cas, les surfaces d'onde caracteristiques 
qu'on doit decrire des differents points de la surface reflecbissante 
comme centres sont celles du premier milieu, et c'est I'enveloppe des 
portions situees dans le premier milieu de ces surfaces d'onde caracte- 
ristiques qui est Tonde reflecbie cberchee. 

Pour avoir les directions des rayons r^flecbis ou refractes qui pro- 
viennent d'un rayon incident donne, il faut cbercber les points oil la 
surface d'onde caracteristique, dccrite du point A oil ce rayon incident 
rencontre la surface de separation comme centre, touche Tenveloppe 
commune, c'est-a-dire Tonde reflechie ou refractee, et joindre ces 
points au point A. Dans le cas de la reflexion, on obtiendra toujours 
par cette construction un rayon reflecbi unique si le premier milieu 
est unirefringent, mais on pourra en trouver deux si ce milieu est bure- 
fringent. Dans le cas de la refraction, cette construction ne fournira 
jamais plus d'un rayon refracte si le second milieu est unirefringent, 
mais pourra en donner deux s'il est birefringent. 

Si le second milieu est birefringent dans le cas de la refraction, si le 
premier milieu est birefringent dans le cas de la reflexion, I'onde refle- 
cbie ou refractee aura en general deux nappes, ce qui signifle qu'a un 
systeme de rayons incidents de meme espece correspondent alors deux 
systfemes de rayons reflechis ou refractes, qui doivent ^tre consideres 
comme d'espece diflerente. 

11 pent arriver que la surface d*onde caracteristique decrite, dans la 
construction precedente, d'un certain point de la surface de separation 
comme centre, ne coupe aucune de celles decrites des autres points de 
cette surface comme centres, et ne touche pas par consequent Tenve- 
loppe commune; c'est a ce caractere qu'on reconnaitra I'impossibilite 
de la reflexion ou de ta refraction. Supposons d'abord qu'il s*agisse 
(rune refraction : si, le second milieu etant unirefringent, la surface 
d'onde caracteristique decrite d'un certain point A comme centre 
ne touche pas I'enveloppe commune, cela indique qu'il n'y a pas 
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refraction en A, et que, par suite, Ic rayon incident qui aboutit en A 
subit en ce point une reflexion totale; si le second milieu est birefrin- 
gent> de ce qu'une des nappes de la surface d'onde caract^ristique de- 
critc du point Acomme centre ne touche pas l*enveloppe commune, il 
faut conclure qu*il n'y a qu*un seul rayon refracte; mais lorsqu'au- 
cune des nappes de cette surface ne louche Tenveloppe commune, 
il y a reflexion totate. Examinons maintenant le cas de la reflexion : si 
le premier milieu est unircfringent, chacune des surfaces d'onde carac- 
teristiques touche necessairement Tenveloppe commune, et, par suite^ 
a chaque rayon incident correspond un rayon reflechi unique; si le 
premier milieu est birefringent, celle des nappes de chacune des sur- 
faces d'onde caracteristiques, qui est de meme nature que le rayon in- 
cident, touche necessairement Tenveloppe commune, et, par suite, a 
chaque rayon incident correspond toujours au moins un rayon reflechi, 
qui est le rayon (o, o) ou le rayon (e, e), suivant que le rayon inci- 
dent est ordinaire ou extraordinaire; mais Tautre rayon reflechi, le 
rayon (o, e) ou (e, o), pent manquer, et manque en effet si la nappe de 
la surface d'onde caracteristique decrite du point d'incidence comme 
centre, qui est de nature differenle de cclle des rayons, ne touche pas 
Tenveloppe commune. 

17. La construction general^e que nous venons d'exposer permet de 
Irouver Tequation de Tonde reflechie ou refractee, consider^e dans la 
position qu'elle occupe au bout d'un temps donne, I'cquation qui repre- 
sente t'onde incidente a un certain moment etant connue. 

Soit donnee, en effet, la position de Tonde incidente a un certain 
moment que nous prendrons pour origiqe du temps : I'equation de cette 
onde incidente, dans la position qu'elle occupe au bout d'un temps /, 
positif ou negatif, compt^ k partir de cet instant, pourra s*obtenir 
comme nous I avons indique plus haut (15), et cette equation sera de 
la forme 

soient d'ailleurs 

ft {^> r>'2) = o, 

et 

/»(^>r> 2) = o> 
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les equations dcs surfaces d'onde caract^ristiques du premier et du se- 
cond milieu decrites de I'origine comme centre et correspondant a 
Tunite de temps, et enfin 

?(?» »» C) = o, 

Tequation de la surface reflechissante ou refringente. 

Proposons-nous de trouver I'equation de I'onde refractee, consideree 
dans la position qu'elle occupe au bout d'un temps T, compte a partir 
de rinstant pris pour origine. Soient ^, ri, ^ les coordonnees d'un point 
de la surface refringente atteint par Tonde incidente au bout d'un 
temps positif ou negatif que nous designerons par 6; nous aurons 

et 

D'apres la construction precedente, il faudra, du point ^, yi, ^ comme 
centre, decrire la surface d'onde caractcristique du second milieu cor- 
respondant au temps T— 5, surface dont Tequation est 



(3) 






L'onde cherchee est Tenveloppe des surfaces representees par Tequa- 
tion (3). Pour trouver cette enveloppe, il faudra, en premier lieu, entre 
les equations (i), (2) et (3), eliminer 6 et Tune des trois variables §, 10 
et ^, par exemple ^, ce qui conduira a une equation ne renfermant 
plus que deux parametres variables | et 37, equation qui sera de la forme 

Si, entre cette equation et celles qu'on obtient en la differen- 
tiant par rapport aux deux parametres variables | et v^, equations qui 
sont 

et 
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on elimine les deux variables § et y], on arrivera d^finitivement a unc 
equation de la forme 

qui repr^sentera I'onde cherch^e. 

La marche a suivre pour trouver l'6quaiion de Tonde r^flechie est 
absolument semblable ^ celle que nous venons d'indiquer, avee cette 
seule diffi^rence que, dans T^quation (3), la fonction/a doit etre rem- 
placee par la fonction/,, qui represente les surfaces d'onde caracte- 
ristiques du premier milieu. 

Dans le cas particulier oil les directions des rayons incidents con- 
courent en un mSme point lumineux, reel ou virtuel, I'^quation de 
I'onde incidente devient, en dcsignant par (a, b, c) les coordonn^es du 
point lumineux, et en comptant le temps k partir de t'instant oil la 
lumi^re part de ce point, 






et I'equation (i) prend la forme 






18. Afin d'eclaircir par un exemple ce qui precede, nous allons faire 
le calcul de I'onde refract^e dans le cas simple oil, les deux milieux 
etant isotropes, la surface de separation est plane et les rayons emanent 
d'un point situe dans le premier milieu. Nous prendrons la surface re- 
fringente pour plan des ory, et la perpendiculaire abaissee du point 
lumineux sur ce plan pour axe des z. Nous representerons par c la dis- 
tance du point lumineux au plan r^fringent, et nous designerons par v 
et s/ les vitesses de la lumibre dans le premier et dans le second milieu. 
Nous prendrons pour origine du temps le moment oil la lumifere part du 
point lumineux, et nous nous proposerons de calculer T^quation de 
I'onde refractee dans la position qu'elle occupe lorsque le temps T est 
egal k zero. Cette position est evidemment virtuelle, mais nous la choi- 
sissons parce que e'est celle oil I'onde refractee a la forme la plus 
simple. Les equations (i), (s) et (3) deviennent, dans le cas particulier 
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oil nous nous sommes places, 

En eliminant 6 et ^ enlrc ces trois equations, il vient 

(A) ^''(V-^ ■/'/H-c»)=i'»[(a;-5)'-4-(j--/:)^4-z']; 

celte derniere equation differentiee par rapport aux deux parametres 
variables 5 et>7 qu'elle eontient donne 

d'oii 

v'^ X __ f'^J 

En suhstituant* ces valours dans Tequation (A), on obliont pour 
Tondc refraclee cherchee ('equation 



^' -^ >''-*- — n — • ^' = ] — ■ ^' 

qui, en posant 






devient 



or' -+- > ' -h ( I — /I' ) 2> = ^llLj^ c\ 



On voit imniediatemeut que les surfaces que peut representer cettc 
equation, lorsqu'on donne a n differentes valours, sonttoutes des ellip- 
soides ou des hyperboluides de revolution autour de Taxe des z, ayant 
un de leurs foyers au point lumineux et leur centre aForigine, c*est-k- 
dire au pied de la perpendiculaire abaissee du point lumineux sur le 
plan refringent. L'onde refractee correspondant a un temps egal a zero 
est un ellipso'ide de revolution si n est plus petit que Tunite, c'est-a- 
dire si le second milieu est moins refringent que le premier; c'est un 
byperboloide de revolution lorsque le second milieu est plus refringent 
que le premier. Si la position du point lumineux par rapport au plan 
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refringent change, c'est-k-dire si Ton fait varier c, le rapport des axes 
dc la courbe meridienne demeure constant, car ce rapport est egal 

a V/i*— 1 ou a Vi — /i' suivant que n est sup6rieur ou inRirieur a 
Tunite : il resulte de la que, si la courbe meridienne est une hyperbole, 
elle conserve les mfimes asymptotes lorsqu'on fait varier c. 

D'apres le theoreme de Malus, les rayons etant toujours normaux a 
Tonde dans un milieu isotrope, on voit que, lorsque deux milieux iso- 
tropes sont separes par une surface plane, et que les rayons incidents 
emanent d'un point umineux situe dans le premier milieu, les rayons 
refract^s sont normaux a une surface de revolution du second degre. 
Pour avoir Tonde refractee correspondant a un temps quelconque T, il 
suffit de porter sur chacune des normales a cetle surface une longueur 
egale k (/T; la surface qui passe par tons les points ainsi obtenus sera 
Tonde cherchee. 

19. La construction bienconnue indiquee par Huyghens pour trouver 
la direction du rayon reflechi ou refracte, connaissant la direction du 
rayon incident et aussi celle du plan tangent a la surface reflechi^ante 
ou refringente au point d'incidence, se deduit aisement de la construc- 
tion generale de Tonde reflechie ou refractee. II suffit pour cela d'ima- 
giner que le rayon incident fasse partie d'un systfeme de rayons paral- 
leles de memo espece, que la surface de separation soit plane et que 
cette surface se confonde avec le plan tangent k la surface r6tlechissante 
ou refringente au point d'incidence, hypotheses qui ne changent en rien 
la direction du rayon reflechi ou refracte. L'onde incidente est alors 
plane ainsi que I'onde reflechie ou refractee. Soient OA le rayon inci- 
dent, P Tonde plane incidente passant par le point d'incidence A, P' la 
position de I'onde plane reflechie ou refractee au bout d'un temps ^gal 
a Tunite compte k partir du moment oil I'onde incidente occupe la 
position P. L'onde P' est tangente a celle des nappes de la surface 
d'onde caracteristique decrite du point A comme centre et correspon- 
dant k I'unite de temps, qui est de meme nature que les rayons auxquels 
se rapporte cette onde F, cette surface d'onde caracteristique etant 
celle du premier milieu s'il s'agit d'une reflexion, celle du second s'il 
s'agit d'une refraction. En joignant le point de contact au point A, on 
a le rayon reflechi ou refracte cherche. Le plan P' coupe d'ailleurs la 

AnnaUs scientifiquei de TEcole Normale sup^rieure. Tome IV. ^O 
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surface plane de separation des deux milieux suivant la meme droite 
que I'onde incidente consideree dans la position qu'elle occupe au bout 
de I'unite de temps. Pour trouver celte position de I'onde inc]dente» il 
suilit evidemment de decrire, du point A comme centre, la nappe, de 
meme nature que les rayons incidents, de la surface d'onde caracteris- 
tique du premier milieu correspondant a I'unite de temps, et de mener 
a la portion de cette nappe qui est comprise dans le second milieu un 
plan tangent parallele au plan P; on pent encore, ce qui revient exac- 
tement au meme> mener a cette nappe, au point oil elle est rencontr^e 
par le rayon incident OA prolonge,un plan tangent, plan qui est neces- 
sairement parallele au plan P. 

Nous arrivons ainsi a la construction suivante, qui n'est autre que 
celle de Uuyghens. Du point d'incidence comme centre, on decrit les 
surfaces d'onde 2 et II caract^ristiques du premier et du second milieu 
et correspondant a I'unite de temps; par le point de rencontre du rayon 
incident prolonge avec la surface 2 si le premier milieu est unirefrin- 
gent, avec celle des nappes de la surface 2 qui est de meme nature que 
lui si, le premier milieu etant birefringent, le rayon incident est seule- 
ment ordinaire ou seulement extraordinaire, on mene un plan tangent 
a cette surface ou a cette nappe ; si, le premier milieu ^tant birefrin- 
gent, le rayon incident est a la fois ordinaire et extraordinaire, on 
mene par les points oil ce rayon prolonge rencontre les deux nappes 
de la surface 2 des plans tangents a ces nappes. Pour avoir les rayons 
refract^s, par la droite ou par les droites d'intersection de ce plan tan- 
gent ou de ces plans tangents avec le plan tangent a la surface de sepa* 
ration au point d'incidence, on mfene autant de plans tangents qu'il est 
possible a la portion de la surface 2' comprise dans le second milieu, 
et on joint les points de contact au point d'incidence; pour avoir les 
rayons reilechis, on m^ne par les m^mes droites d'intersection autant 
de plans tangents qu'il est possible k la portion de la surface 2 comprise 
dans le premier milieu, et on joint les points de contact au point d'in- 
cidence. 

Nous ne nous arreterons pas a discuter les consequences connues 
qui resultent de cette construction pour les milieux birefringents a 
deux axes, oil la surface d'onde caract^ristique presente des points sin- 
guliers et des plans tangents singuliers. Les phenomenes particuliers 
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qui peuvent alors se produire pour ceriaines directions du rayon inci- 
dent ont ete etudies au point de vue th^orique par Hamilton et experi- 
mentalenient par Lloyd, et constituent ce qu'on est convenu d'appeler 
la refraction conique interieure ou exterieure. 

ni. — Relations entre la direction du rayon et celle du plan 
tangent a Vonde, — Generalisation du tMoreme de Malus. 

20. Soit dans un milieu homogene quelconque un systeme d'ondes 
qorrespondant a un systeme de rayons issus originairement d'un meme 
point et de meme espece. Prenons pour point de depart une de ces 
ondes, que nous d^signerons par 2, et soient S, SS S^... les positions 
occupees successivement par Tonde qui se propage dans le milieu sans 
se reflechir ni se refractor. Considcrons un rayon du systeme qui ren- 
contre Tonde 1 au point 0, les ondes S, S', S'", . . . aux points A » A', A'', .... 

D'apresla construction indiquee plus haut (14) et fondee sur le prin- 
cipe des ondes enveloppes, les ondes S, S', S^ ...» aux points A, A', A", . . . 
sont respectivement tangentes aux nappes, de meme nature que les 
rayons, de surfaces d'onde caracteristiques du milieu decrites du 
point comme centre et correspondant k des temps differenls. Ces 
nappes ^tant des surfaces semblables et semblablement placees par 
rapport au point 0, et les points A, A', A'',... se trouvant sur une 
meme droite, les plans tangents a ces nappes aux points A, A', A",..., 
et par suite aussi les plans tangents aux ondes S, S', S"",... en ces 
memos points, sont parallfeles entre eux ; d'oii la proposition suivante : 

Theoreme I. — Lorsqu un systime de rayons issus originairement d'un 
mime point et de mime espece se propage dans un milieu homogine quel- 
conque ^ les plans tangents menes aux ondes qui correspondent a ces rayons 
aux points oil ces ondes sont rencontries par un mime rayon ^ sont para I - 
leles entre eux. 

m 

II est k remarquer que ce theoreme est vrai, quel que soit le nombre 
des reflexions et des refractions qu'ont subies les rayons. 

21. 11 resulte de ce qui precede que, lorsqu*un systeme de rayons 

issus originairement d'un meme point et de mSme espece se propage 

28. 
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dans un milieu homogenc quelconque, la direction d'un de ces rayons 
est determinee des qu'on connait celle du plan tangent mene a I'une 
des ondes correspondant au systeme des rayons, an point oil elle est 
rencontree par ce rayon, et que, dc plus, si Ic milieu est birefrin- 
gent, la nature des rayons est donnee. Soit, en effel, a trouver la di- 
rection du rayon qui rencontre Tonde S en un certain point A ; d'un 
point quelconque comme centre on decrira la nappe, de meme nature 
que les rayons, d'une surface d'onde caracteristique. du milieu corres- 
pondant a un temps quelconque, et on menera a cette nappe un plan 
tangent parallele au plan tangent en A a I'onde S : le rayon vecteur 
qui joint le point de contact au centre de la surface sera parallele au 
rayon qui passe par le point A. 

Reciproquement, etant donnee la direction d'un des rayons du sys- 
teme et sa nature, il est facile de trouver la direction commune des 
plans tangents menes aux ondes aux points ou elles sont rencontrees 
par ce rayon. II suflfit pour cela de d^crire, d'un point quelconque 
comme centre, la nappe, de meme nature que les rayons, d'une sur- 
face d'onde caracteristique du milieu correspondant a un temps quel- 
conque, et de mener un rayon vecteur de cetle surface parallele au 
rayon donne : le plan tangent a la nappe ainsi decrite au point oil elle 
est rencontree par le rayon vecteur aura la direction cherchee. 

Ces deux constructions, reciproques Tune de Tautre, peuvent etre 
reunies dans Tenonce suivant : 

Theorem E II. — Lorsquun systeme de rayons issus originairement d'un 
mime point et de mime espece sepropage dans un milieu homo gene quel- 
conque^ il existe, entre la direction duplan tangent a I'onde qui correspond 
a ces rayons et la direction du rayon qui passe par le point de contact, une 
liaison qui est constante dans un mAme milieu homo gene pour des rayons 
de mime nature^ et cette liaison est la mime que celle qui existe entre la 
direction du plan tangent a la nappe, de mime nature que les rayons^ 
d'une des surfaces d*onde caractiristiques du milieu et la direction du 
rayon vecteur de cette surface qui passe par le point de contact. 

Nous exprimerons la relation qui, dans un milieivhomog^ne, existe 
entre la direction d'un rayon et celle du plan tangent a Tonde au point 
oil elle est rencontree par ce rayon, en disant que ces deux directions 
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sont conj uguSes Vune k Tautre; si le milieu est birefringent, suivant 
que le rayon est ordinaire ou extraordinaire, nous dirons que les deux 
directions sont conjugudes ordinairement ou extraordincurement Tune a 
I'autre. II pent arriver, corome cas particulier, que, dans un milieu bir 
refringent, les directions des plans conjugues ordinairement et exlraor- 
dinairement a la direction d'une meme droite se eonfondent : pour 
cela, il faut et il suffit qu'en decrivant, d'un point quelconque comma 
centre, les deux nappes d'une surface d'onde caracteristique du milieu, 
et en menant un rayon vecteur parallele a cette droite, les plans tan- 
gents a ces deux nappes aux points oil elles sont rencontrees par ce 
rayon vecteur, soient paralleles enlreeux. Nous exprimerons la rela- 
tion qui existe entre les directions d'un plan et d'une droite qui sont 
conjugues a la fois ordinairement^et extraordinairement Tun ^ Tautre, 
en disant que ces directions sont doublement conjuguees. Ainsi, dans 
un milieu birefringent a un axe, la direction d'une droite parallele ou 
perpendiculaire a Faxe du milieu et celle d'un plan perpendiculaire a 
cette droite sont doublement conjuguees. 

22. Le theoreme precedent, dont le theoreme de Malus n*est qu'un 
cas particulier, est la clef de la plupart des questions d*optique geome- 
trique; il joue un role important dans la theorie des surfiices caustiques 
et dans celle des surfaces aplanetiques. Nous allons en d^velopper quel- 
ques consequences immediates. 

Dans les milieux homogenes isotropes ou uniaxes, les surfaces d'onde 
caracteristiques ne presentant ni points singuliers ni plans tangents 
singuliers, c'est-a-dire ces surfaces n'etant tangentes en chacun de 
leurs points qu'a un seul plan, et chacun des plans tangents a ces sur- 
faces ne les touchant qu'en un seul point, a chaque direction donnee 
pour le rayon est conjuguee une direction unique pour le plan tangent 
k Tonde, la nature du rayon etant assignee ; reciproquement, dans ces 
milieux , a chaque direction du plan tangent a Tonde est conjuguee 
une direction unique pour un rayon de nature donnee. Dans les mi- 
lieux birefringents k deux axes il en est de meme, sauf deux excep- 
tions, qui proviennent de ce que, dans ces milieux* chaque surface 
d'onde caracteristique presente quatre points singuliers et quatre plans 
tangents singuliers. Les quatre points singuliers sont ceux ou la sur- 
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face est tangeule a un cdne au lieu d'etre tangente a un plan; Us sont 
disposes symetriquemcnt deux par deux sur deux droites passant par 
le centre : nous appellerons les directions de ces deux droites direc- 
iions singuUeres du milieu. Les plans tangents singuliers sont ceux qui 
touchent la surface le long d'une courbe au lieu de la toucher en un 
point unique. Nous allons examiner les particularites qui resultent» 
pour la propagation de la lumiere dans les milieux birefringents a deux 
axes, de Texistenec de ces points singuliers et de ces plans tangents 
singuliers. 

23. Soit, dans un milieu biaxe, un rayon faisant partie d'un systeme 
de rayons issus d'un meme point et de meme espfece; si ce rayon se 
propage parallelement a I'une des directions singulieres du milieu, le 
theoreme II se trouve en defaut et n'est plus suffisant pour determiner 
la direction du plan tangent a I'ond^ au point oil elle est rencontree 
par ce rayon. Tout ce qu'on pent affirmer, c'est que ce plan tangent 
est parallele a I'un des plans tangents au cdne qui touche la surface 
d'onde caracterislique du milieu en celui de ses points singuliers qui 
est silue sur un rayon vecteur parallele au rayon consider^, et que ce 
plan tangent reste parallele ^ lui-meme pendant que I'onde se deplace. 
En general, I'onde ne presente pas de point singulier au point oil elle 
est rencontree par un rayon parallele a I'une des directions singu- 
lieres du milieu; car, si I'onde en ce point touche une surface d'onde 
caracteristiquc du milieu en un de ses points singuliers, il n'en resulte 
pas qu^elle doive etre tangente au cone qui touche en ce point singu- 
lier la surface d'onde caracteristiquc; il sufBt que le plan tangent en 
ce point a I'onde soit aussi tangent h ce cone. La direction du plan tan- 
gent a I'onde au point oil elle est rencontree par un rayon parallele 
a Tune des directions singulieres du milieu he pent etre en general 
determinee d'une maniere complete que lorsqu'on connait les chan- 
gements de direction et de nature qu'a subis ce rayon avant de se pro- 
pager suivant la droite qu'il parcourt actuellement. 

II existe ccpendant un cas tout a fait special, oil Ton pent afBrmer 
que I'onde presente un point singulier au point oil elle est rencontr^ 
par un rayon parallele a I'une des directions singulieres du milieu : 
c'e3t celui oil ce rayon provient d'une infinite de rayons qui» en se th^ 
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fractant ou en se reflechissant, se sont reunis en un seul. Le cone tan- 
gent a Tonde au point oil elle est rencontree par ce rayon, a alors ses 
generatrices parallMes a celles du cone tangent k la surface d'onde 
caracteristique du milieu en ceiui de ses points singuliers qui est situe 
sur le rayon vecteur parallele au rayon considere; quand Tonde se pro- 
page dans le milieu, son point singulier se deplace en suivant une 
droite parallele k Tune des directions singuliferes du milieu. 

24. Dans les milieux birefringents a deux axes, k chaque plan tan- 
gent singulier de la surface d'onde caracteristique sont conjugues une 
infinite de rayons vecteurs, formant une surface conique et allant abou- 
lir aux differents points de la courbe suivant laquelle ce plan touclie la 
surface. 

11 est facile de voir, d'apres cela, que, si, parmi les rayons issus d'un 
mSme point et de mSme espece qui se propagent dans un tel milieu, il 
y en a un qui soit parallele h Tun des rayons vecteurs de la surface 
d'onde caracteristique du milieu conjugues a un plan tangent singu- 
lier, il y aura necessairement dans le systeme une infinite d'autres 
rayons paralleles cbacun a Tun des rayons vecteurs de la surface d'onde 
caracteristique conjugues h ce meme plan tangent singulier. Cela est 
evident quand les rayons emanent directement d'un point lumineux 
situe dans le milieu; si, avant de prendre leurs directions actuelles, ils 
ont subi un certain nombre de reflexions et de refractions, on pent 
remarquer que, dans la derniere reflexion ou refraction, qui a fait 
prendre k ces rayons leurs directions actuelles, un rayon incident 
ayant donne naissance h un rayon reflecbi ou refracle parallele a 
Tun des rayons vecteurs dont nous venous de parler, le plan tan- 
gent k la surface d'onde caracteristique du milieu decrite du point 
d'incidence comme centre au point ou elle est rencontree par ce 
rayon reflechi ou refracte, touche cette surface suivant une courbe. 
Done, d'aprfes la construction de Huyghens, toutes les droites qui 
joignent les difierents points de la portion de cette courbe situee 
dans le milieu au point d'incidence, sont autant de rayons reflechis ou 
refractes proveuant du meme rayon incident. Ces rayons ferment une 
surface conique, et cbaque onde, le long de la courbe suivant laquelle 
elle est coupee par cette surface conique, est tangente k un meme plan. 
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qui est parallels a Tun des plans tangents singuliers de la surface d'onde 
caracteristique du milieu. 
Nous arrivons ainsi au tiieoreme suivant : 

Thkoreme III. — Lorsque, dans un milieu homogene biaxe^ se pro-- 
page un systeme de rayons issus d'un mime point et de mime espece^ si 
Von peut mener a I'une quelconque des ondes correspondant a ce systeme 
un plan tangent parallele a Vun des plans tangents singuliers de la 
surface d'onde caracteristique du milieu^ ce plan touche I'onde le long 
d'une courbe. Les rayons qui passent par les dijjferents points de cette 
courbe forment une surface conique dont le sommet se trouve sur la sur- 
face oil ces rayons ont subi la reflexion ou la refraction qui leur a donne 
leurs directions actuelles^ ou au point lumineux si les rayons emanent di- 
rectement d'un point situe dans le milieu. Chacun de ces rayons estparal" 
lele a Vun des rayons vecteurs qui^ dans la surface d'onde caracteristi- 
que du milieu, sont conjugues au plan tangent singulier de cette surface 
parallele au plan tangent singulier de I'onde, Enjin, pendant que I'onde 
sepropage dans le miUeu^ son plan tangent singulier se deplace en restant 
parallele a lui-minie. 

It suit de la que, loutes les fois que, dans un milieu biaxe, le plan 
tangent a Tonde est parallele a Tun des plans tangents singuliers de la 
surface d'onde caracteristique du milieu , la direction du rayon qui 
passe par le point de contact est indeterminee, en ce sens que ce rayon 
peut etre parallele k Tun quelconque des rayons vecteurs conjugues a 
re plan tangent singulier. 

25. Dans un milieu birefringent k un axe, les deux nappes de la sur- 
face d*onde caracteristique du milieu sont tangentes Tune ^ I'autre en 
deux points situes sur une droite passant par le centre commun de ces 
deux nappes et dont la direction est ce qu'on appelle Taxe du milieu. 
Concevons dans un tel milieu un systeme de rayons qui, avant la re- 
flexion ou la refraction qui leur a donne leurs directions actuelles, 
etaient de meme espfece; a ces rayons correspond un systbme d'ondes k 
deux nappes. Si parmi ces rayons il s'en trouve qui soient parallfeles k 
I'axe du milieu, chacun de ces rayons parallMes a I'axe rencontrera 
evidemment au m£me point les deux nappes de chaque onde; car» 
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suivant la direction de Taxe, les vitesses ordinaire et extraordinaire de 
la lumibre sont 6gales entre elles. De plus, en ce point commun, les 
deux nappes de I'onde doivent etre tangentes Tune k Tautre, car en ce 
point le plan tangent a chacune de ces nappes ^doit etre parallfele au 
plan tangent mene a la nappe correspondante de la surface d'onde 
caracteristique du milieu au point oil elle est rencontree par I'axe, 
plan qui est perpendiculaire a Taxe. Done : 

Th^or^me IV. — Lorsque dans un milieu birefringent a un axe se 
propage un systeme de rayons issus d^un mime pointy et qui^ avant de 
subir la reflexion ou la rifraciion qui leur a donne leurs directions ac- 
iuelles, itaient de mime espece^ les deux nappes de chacune des ondes cor- 
respondant a ce systime de rayons sont tangentes T une a l' autre au point 
oil elles sont rencontrSes par tout rayon parallele a Vcujce du milieu, et le 
plan tangent commun en ce point aux deux nappes de I'onde est perpen- 
diculaire a Taxe. 

26. Dans les milieux isotropes, les rayons vecteurs de la surface 
d'onde caracteristique sont tons normaux k cette surface, qui est sphc- 
rique. Dans les milieux birefringents k un axe, il en est de mSme si 
Ton se borne a considerer la nappe ordinaire de la surface d'onde carac- 
teristique. Cette remarque nous permet de deduire du theor^me II le 
theoreme suivant, qui n'est autre que celui de Malus : 

Theor^me V. — Lorsque dans un milieu homogine isotrope se propage 
un systeme de rayons issus d'un mime point et de mime espece, ou 
lorsque dans un milieu homogine uniaxe se propage un systeme de rayons 
ordinaires issus d'un mime point et de mime espece y ces rayons sont tou- 
Jours normaux a I'onde qui leur correspond^ considiree dans une quel- 
conque des positions quelle occupe successivement. 

Le theorfeme de Malus se trouve generalise dans cet enonce, en ce 
sens que les rayons, avant de penetrer dans le milieu oil ils se meuvent 
actuellement, peuvent avoir traverse des milieux homog^nes quelcon- 
ques, anisotropes aussi bien qu'isotropes, et avoir subi dans ces milieux 
des reflexions en nombre quelconque, sans que le theoreme cesse d'etre 
applicable. 

Le theoreme Y nous conduit au corollaire suivant : les ondes corres- 

Jnnales scientifques de TEcole Nor male sup^rieure. Tome IV. 2g 
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pondant a un systeme de rayons issus d'un meme point et de meme es- 
pece qui se propagent dans un milieu isotrope forrnent un systeme de 
surfaces telles, que toute droite normale a I'une d'elles est en meme 
temps normale k toutes les autres; c'est ce qu'on est convenu d'appeler 
des surfaces parcUleles, II en est de meme dans un milieu birefringent a 
un axe pour led ondes ordinaires. Si Ton consid^re, au contraire, un 
sysleme de rayons issus d'un meme point et de meme espece, extraor- 
dinaires dans un milieu birefringent a un axe, ordinaires ou extraordi- 
naires dans un milieu birefringent a deux axes, on voit que ces rayons, 
sauf quelques directions particulieres, ne sontplus normaux aux ondes, 
et que celles-ci par consequent ne constituent plus des surfaces paral- 
leles, du moins dans le sens qu*on attache le plus souvent a cette ex- 
pression. Ces ondes ont bien leurs plans tangents paralleles en des 
points situes sur une meme droite, mais les droitcs qui passent par les 
points de contact des plans tangents paralleles ne sont pas en general 
normales aux ondes. 

La reciproque du theoreme Y est vraie : si, en effet, dans un milieu 
homogene pent se propager un systeme de rayons issus d'un meme point 
et de meme espece, non paralleles entre eux^ qui soient tons normaux 
aux ondes qui leur correspondent, il faudra en conclure que les rayons 
vecteurs de la surface d'onde caracteristique du milieu, ou du moins de 
la nappe de cette surface qui correspond aux rayons, sont tous normaux 
a cette surface ou a cette nappe, qui, par suite, ne pent etre que sphe- 
rique. Done : ^ 

Th^or^me VI. — Lorsque dans un milieu homo gine peul se propager 
un systim£ de rayons issus d'un mime point et de mime espece, non parol' 
ralleles entre eux, qui soient tous normaux aux ondes qui leur correspon- 
dent^ ce milieu est isotrope ou birefringent d un axe, e/, dans ce dernier 
caSf les rayons sont necessairement ordinaires. 

Si les rayons du systeme sont tous parallMes entre eux, de ce qu'ils 
sont perpendiculaires aux ondes qui leur correspondent, il n'est pas 
permis de conclure que le milieu est isotrope, ni meme uniaxe. II en 
r^sulte seulement que le rayon vecteur de la nappe, de mSme nature 
que les rayons, de la surface d'onde caracteristique du milieu, men^ pa- 
rallelement ^ la direction commune des rayons, est normal k cette nappe, 
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ce qui peut avoir lieu pour certaines directions du rayon vecteur meme 
dans les milieux biaxes. 

27. Du theoreme II et de$ differentes propositions que nous en 
avons deduites comme corollaires nous pouvons tirer cette conclusion, 
qui resume tons les developpements precedents : si, dans un milieu 
homogene, les ondes qui correspondent a un systeme de rayons issus 
d'un meme point et de meme espece ne presentent pas necessairement, 
lorsque ces rayons avant de prendre leurs directions actuelles ont eu a 
subir un certain nombre de reflexions et de refractions, la forme des 
surfaces d*onde caractcristiques du milieu, du moins la nature de ces 
surfaces d'onde caracteristiques imprime, pour ainsi dire, un cachet 
special a toutes les ondes qui peuvent se propager dans le milieu, sur- 
tout en ce qui concerne les relations entre les directions des rayons et 
celles des plans tangents aux ondes, et certaines particularites de ces 
surfaces d*onde caracteristiques se trouvent reproduites sur toutes les 
ondes qui peuvent cheminer dans le milieu. 

28. Nous allons maintenant mettre en Evidence plusieurs conse- 
quences du theoreme II relatives au cas oil les rayons qui se propagent 
dans un milieu homogene sont paralleles entre eux. Remarquons d'abord 
que, dans un milieu homogene quelconque, en vertu de la construction 
indiquee precedemment (14), une onde plane, quelle que soit sa 
direction, reste toujours en se deplaQant plane et parallele a elle-meme. 
Ceci pose, nous pouvons enoncer les deux propositions suivantes : 

THEORjkME VII. — Si les rayons issus d'un mSme point el de m6me 
espice qui se propagent dans un milieu homogene quelconque sont tous 
paralleles entre eux, I'onde qui correspond a ces rayons est plane dans 
chacune des positions quelle occupe successivement et se propage en res- 
tant parallele a elle-mime. 

En effet, d'aprfes le theoreme II, les rayons 6tant paralleles, le plan 

tangent a Tonde doit avoir la meme direction en tous les points de cette 

onde, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que I'onde est plane. La 

direction de I'onde plane est toujours conjugu^e h la direction commune 

des rayons parallMes, ordinairement ou extraordinairement, suivant que 

ces rayons sont eux-mSmes ordinaires ou extraordinaires. Par suite, si 

29. 
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le milieu est isolrope ou s*il est uniaxe» les rayons etant ordinairesy le 
plan de Tonde est toujours perpendiculaire aux rayons paralleles. 

Mais, de ce que Tonde plane est perpendiculaire aux rayons paral- 
leles, on pent conclure uniquement que le rayon vecteur de la surface 
d'onde caracterislique du milieu qui est parallele a ces rayons est nor- 
mal a celle des nappes de cette surface qui est de meme nature que les 
rayons; par suite, si le milieu est isotrope ou s'il est uniaxe, les rayons 
etant ordinaires, ces rayons peuvent avoir une direction quelconque; 
mais si le milieu est uniaxe et les rayons extraordinaires, ils sont n6- 
cessairement paralleles ou perpendiculaires a Taxe du milieu, etsi le 
milieu est biaxe, ils sont necessairement paralleles a Tun des trois axes 
de svmetrie du milieu. 

Le theoreme VII souffre une exception tres-parliculiere k la verite, 
mais que nous ne devons pas omettre de signaler : cette exception se 
presente dans le cas oil, le milieu etant biaxe, les rayons sont paralleles 
a Tune des directions singulieres du milieu: dans ce cas, comme nous 
I'avons vu (23), la direction du plan tangent a Tonde pent varier, celle 
du rayon restant constante, et, par suite, bien que les rayons soient 
paralleles entre eux, Tonde qui leur correspond n'est plus necessaire- 
ment plane. ^ 

Theorems VIII. — Si^ dans un milieu homogene quelconque^ I'onde 
correspondant a un systeme de rayons issus d'un mime point et de mime 
espece est plane dans une quelconque des positions qu*elle occupe successive- 
menty tous ces rayons sont paralleles entre eux. 

En effet, la direction du plan tangent k I'onde etant constante aux 
differents points de cette onde, il doit en gtre de meme de la direction 
des rayons qui passent par ces points. 

Ce theoreme e^t soumis, comme le precedent, k une exception. Si, 
dans un milieu biaxe, il se propage une onde plane parallele k Tun des 
plans tangents singuliers de la surface d'onde caracteristique du milieu, 
cette onde reste bien parallele a elle-meme en se deplacant, mais les 
rayons qui lui correspondent ne sont plus tous paralleles entre eux. Ces 
rayons ferment alors, en effet, des surfaces coniques dont les sommets 
se trouvent sur la surface oil ces rayons ont subi leur derniere reflexion 
ou leur derniere refraction (24); les generatrices de tous ces cdnes sont 
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paralleles; il se propage par consequent dans le milieu une infinite de 
systemes de rayons paralleles» chaque systeme ayant une direction dif- 
f^rentCy et ^ tons ces systemes de rayons correspond un systeme unique 
d'ondes planes et paralleles entre elles. 

Au lieu de supposer tous les rayons d*un systeme paralleles entre 
euxy on pent imaginer qu'une partie seulement de ces rayons, formant 
une surface continue, soient paralleles; on arrive alors aux theoremes 
suivants : 

THitoRiME IX. — Si, parmi les rayons issus dun mime point et de 
mime espice qui se propagenl dans un milieu homo gene quelconque, ils'en 
trouve une infiniti formant une surface continue qui soient paralleles entre 
eux, chacune des ondes qui correspondent au systeme des rayons est tan- 
gente a un mime plan le long de la courbe suivant laquelle elle est coupee 
par la surface cylindrique que/orment les rayons paralleles . {Sau/le cas 
oil, le milieu dtant biaxe, les rayons sont paralleles a Vune des directions 
singulieres du milieu.) 

Theor^me X. — Si, dansun milieu homogene quelconque, une onde 
correspondant a un systime de rayons issus d'un mime point et de mime 
espece est tangente a un mime plan le long d^une courbe continue, les 
rayons qui passent par les differents points de la ligne de contact sont 
paralleles entre eux et forment une surface cylindrique continue, a mains 
que, le milieu dtant biaxe ^ ce plan ne soit paraUile a Vun des plans tan- 
gents singuliers dela surface d'onde caractiristique du milieu. 

IV. — Recherche de la surface rifUchissanfe on rrfringente^ etanf 
donndes Vonde incidente et I' onde rcflSchie ou r6fract6e. — 
Construction r6ciproque de celle de Huyghens. 

29. La construction gonerale de Tonde reflechie ou refractee (16) 
montre imm^diatement que la surface reflechissante ou refringente peut 
etre consid^ree comme le lieu des intersections des ondes incidentes 
avec les ondes r^flechies ou refractees correspondant au meme temps. 
Cette remarque va nous permettre de resoudre le problfeme suivant : 

itant donnies une position reelle S de I' onde incidente et une position 
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ef(alenient rielU S' de Vonde rejlichie ou refracUe, ou d'une des nappes 
de celte onde^ si elle en a deux, et connaissant de plus le temps T que met 
la Uuniere pour se propager de londe S a Vonde S\ troui^er la surface ri* 
Jlechissante ou rSfringente. 

II s*agit uniquement de determiDer les ondes incidentes et les ondes 
roilcchies ou r^fractees qui correspondent au meme temps. Soit une onde 
incidente posl^rieure de t k I'onde S, Tonde r^flechie ou r^fractee qui 
correspond au nieme temps est anterieure de T — t k Tonde S' si t est 
compris entre zero et T, posterieure de t — T k Tonde S' si t est plus 
grand que T; soit maintenant une onde incidente anterieure de t a 

I onde Sy Tonde reflechie ou refract^e qui correspond au m£me temps 
08l anterieure de T 4- t a Tonde S'. En definitive, la surface refle- 
rhissnnte ou refringente est done le lieu des intersections des ondes 
incidentes separees de Tonde S par un intervalle de temps t, avec 
les ondes reflechies ou refractees separees de Tonde S^ par un intervalle 
de temps T — r, en convenant que Tonde incidente doit 6tre regard^e 
romme posterieure ou comme anterieure k Tonde S, suivant que t 
est positif ou negatif, et que Tonde reflechie ou refract^e doit dtre con- 
sidrree comme anterieure ou comme posterieure a Tonde S^ suivant 
que T — T est positif ou negatif; t devra du reste recevoir toutes les 
valeurs pour lesquelles il y a intersection. Leproblfeme est impossible 
lorsque, pour aucune valeur de t il n'y a intersection entre Tonde 
incidente et Tonde reflechie ou r^fractee correspondant au meme temps. 

II est evident d'ailleurs que, quelles que soient les ondes S etS', il existe 
loujours certaines valeurs de T pour lesquelles le probleme est pos- 
sible ; car, si Ton imagine une onde incidente posterieure de t k 
Tonde S, on peut toujours trouver pour T une valeur telle, que cette 
onde incidente soit couple par I'onde reflechie anterieure de T— t a 
Tondc S'. Si Ton donne k T toutes les valeurs pour lesquelles le pro- 
bleme comporteune solution, on obtient le systeme des surfaces refle- 
chissantes ou refringentes qui peuvent transformer Tonde incidente S 
dans I'onde reflechie ou r^fract^e S'. 

Comme cas particulier, on peut supposer que les ondes S et S' se r6- 
duisent chacune k un point, c'est-k-dire chercher ies surfaces reflechis- 
santes ou refringentes qui font converger en un point donn6 les rayons 
eman^s d'un point lumineux egalement donne ; ces surfaces re^oivent 
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la qualification A' aplandtiques ^ et leur tbeorie complete exige des 
d^vetoppemeDls assez etendus, qui feront Tobjet d'un cbapitre special. 

30. RevenoDS maiDtenant au cas general et proposons-nous de le 
trailer par le calcul. Etant dounee Tequation de Tonde incideute S, 
connaissant de plus la nature des rayons et par suite Tequation de 
la nappe, de meme nature que ces rayons, de la surface d'onde carac- 
teristique du premier milieu, on pent, en suivant la marcbe indiquee au 
n*^ 15, trouver Tequation de Tonde incidente post6rieure de t a I'onde S, 
equation qui sera de la forme 

Y(x,y, ^, r) = o. 

De meme, ^tant donnee Tequation de Tonde reflecbie ou refractee S', 
connaissant de plus la nature des rayons reflecbis ou refractes, et par 
suite l*tquation de la nappe, de meme nature que ces rayons, de la sur- 
face d'onde caracteristique du milieu oil ils se propagent, on pent, en 
suivant une marcbe analogue, trouver Tequation de I'onde reflecbie 
ou r^fract^e posterieure de /k Tonde S', equation qui sera de la forme 

D'apres la construction indiquee dans le paragrapbe precedent, on ob- 
tiendra Tequation des surfaces r^flecbissantes ou refringentes capables 
de transformer Tonde incidente S dans Tonde reflecbie ou refractee S', 
en ^liminant t entre les deux equations 

et 

^[x,r, 3, T-T) = a, 

ce qui conduira k une equation de la forme 

oil T pourra recevoir toutes les valeurs possibles. 

31. Soit S une onde correspondant k un syst^me de rayons issus d'un 
meme point et de m£me esp^ce; supposons que ces rayons, apres avoir 
subi un nombre quelconque de reflexions et de refractions en traver- 
sant un nombre quelconque de milieux bomogenes, isotropes ou ani- 
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sotropes, reslent de meme espece, et soit alors S' une des ODdes qui 
leur correspondent. D'apres ce que nous venons de voir, il est toujours 
possible de trouver une surface reflcchissante ou refringente capable de 
transformer Tonde S dans Tonde S'; si nous remarquons, de plus, que, 
dans le meme milieu, la nature des rayons ^tant donn^e, aux memes 
systemes d*ondes correspondent necessairement les mSmes syst^mes de 
rayons, nous sommes conduits au theoreme suivant, demontre par Ger- 
gonne (*) pour le cas particulier des milieux isotropes, et qui se trouve 
etendu a toute espece de milieux homogenes. 

Theoreme XI. — Lorsque des rayons issus (Tun mime point et de 
mim£ espece subissent un nombre quelconque de riflexions et de refrac- 
tions en traversant un nombre quelconque de milieux homogenes^ isotropes 
ou aniso tropes 9 I'^Jf^t de ces reflexions et de ces refractions peut toujours 
Stre remplace, soit par celui d'une reflexion unique^ soit par celui d*une 
refraction unique. 

32. La construction de Huyghens pcrmet encore, etant donnees la 
direction d*un rayon incident et.celle d'un rayon r^flecbi ou refracte 
provenant de ce rayon incident, de determiner la direction du plan tan- 
gent a la surface reflechissante ou refringente au point d'incidence, en 
supposant la nature de chacun de ces rayons connue si le milieu oil il 
se propage est birefringent. A cet eCfet, du point d'incidence comme 
centre on decrit les surfaces d'onde 2 et 1' caract^ristiques du premier 
et du second milieu, et correspondant a Tunite de temps; par le point 
ou le rayon incident rencontre celles des nappes de la surface 1 qui est 
de meme nature quelui, onmeneun plan tangent Pa cctte nappe: parle 
point oil le rayon reflechi rencontre celle des nappes de la surface 2 qui 
est de meme nature que lui, ou bien par le point oil le rayon refracte 
rencontre cclle des nappes de la surface 1' qui est de meme nature que 
lui, on mene un plan tangent P'a cette nappe. Enfin, par la droite d*in- 
tcrsection des plans P et P' et par le point d^incidence on fait passer un 
plan, qui est le plan chercb^. Si les deux plans tangents P et F sont pa- 
ralleles entre eux, le plan demande est parallele a ces deux plans. La 
droite d'intersection des plans P et F ne pouvant jamais passer par le 

{*) (xERGON'NE, Annates, t. XIV, p. 129. 
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point (I'incidence, la construction que nous venons d'indiquer donne 
toujours un plan et un seul, sauf le cas particulier oil, Tun des deux 
milieux etant biaxc, le rayon incident ou le rayon r^flechi, si c'est le pre- 
mier milieu, le rayon refracte, si c'est le second, rencontre la surface 
d'onde caracteristique de ce milieu en un de ses points singuliers. Ge- 
pendanl le probleme n'est possible, quelles que soient les directions 
donnees pour les deux rayons, que s'il s'agit d'une reflexion homologue. 
S'il y a refraction ou reflexion antilogue, le probleme pent devenir 
impossible pour certaines directions des rayons donnes : c'est ce qui ar- 
rive, dans le casde la refraction, si le plan determine par la construction 
que nous venons d'indiquer est compria dans Tangle forme par le rayon 
incident prolonge et par le rayon refracte, et pour la reflexion anti- 
logue si ce plan est compris dans Tangle forme par le rayon incident et 
le rayon reflechi. 

33. Nous allons maintenant nous proposer de chercher les condi- 
tions qui doivent etre remplies pour qu'un rayon se reflechisse en reve- 
nant sur lui-meme ou se refracte sans deviation. 

Gonsiderons en premier lieu le cas d'une reflexion homologue. Si un 
rayon se reflechit alors de faQon a revenir sur lui-meme, la construction 
du paragraphe precedent montre immediatement que le plan tangent a 
la surface reflechissante au point d'incidence est parallele au plan tan- 
gent mene a celle des nappes de la surface d'onde caracteristique du 
milieu decrite du point d'incidence comme centre et correspondant a 
Tunite de temps qui est de meme nature que le rayon incident, au point 
oil cette nappe est rencontree par le rayon incident prolonge. La con- 
struction de Huygbeus montre d'ailleurs que cette condition est suffi- 
sante. Done : 

Theorem E XII. — Pour quun rayon qui se propage dans un milieu 
homogene quelconque se rijlicfusse en revenant sur UU-m^me, la rijlexion 
itant homologue, il foul et il suffix que le plan tangent a la surface re- 
flechissante au point d*incidence ait une direction conjuguee a celle du 
rayon incident, ordinairement ou extraordinairement suivant la nature 
de ce rayon. 

Si le milieu est isotrope, ou si le milieu est uniaxe et le rayon ordi- 

Annales scientijiques de I'tcole Normale superieure. Tome IV. 3o 
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naire, powr qu'un rayon revienne sur lui-memc par suite d*une reflexion 
hornolotfiie, il f«ut et il suffil, d'aprfes le theorfeme precedent, que ce 
ravon soil normal a la surface reflechissante. 

Kn itassant au cas de la refraction , nous pouvons nous proposer, 
etani donnecH la direction d*un rayon incident et sa nature, ainsi que 
la nalun' du rayon refracte, de determiner la direction que doit avoir le 
phu tangent a la surface refringente au point d*incidence pour que le 
m\{\\\ incident et le rayon refracte soient sur le prolongement Tun de 
|*iuitre. La construction de Huyghens nous fournit encore la solution de 
n* proldeme. D'un point quelconque comme centre on decrit les 
inippes 1 et 2' des surfaces d'onde caracteristiques des deux milieux 
rorrespondant a Tunite de temps qui sont rospectivement de meme na- 
ture que le rayon incident et que le rayon refracte; parle point on 
inene une droile parallele a la direction donnee pour le rayon incident; 
ccttc droite rencontre les nappes 1 et 2' en deux points, situes du meme 
(•ote du point 0, par oil on mene deux plans tangents P et F a ces deux 
nappes; enfin, par la droite d'intersection des deux plans P et F etpar 
le point on fait passer un plan, dont la direction est la direction cber- 
cliee. On voit que ce problfeme comporte toujours une solution et une 
seule. 

Lorsque les nappes 1 et 2' sont semblables et semblablement placees, 
les plans P et P' sont parallfeles entre eux, et, par suite, pour quo le 
rayon incident et le rayon refracte soient en ligne droite, il faut que le 
plan tangent a la surface refringente au point d*incidence soit parallfele 
aux plans P et P'. Gette condition est evidemment sufQsante; done : 

THKonf'ME Xlll. — Lorsque les nappes des surfaces d'onde caractdris-^ 
tiques de deux milieux homogenes qui correspondent respectivement au 
rayon incident et au rayon refracte sont semblables et semblablement pla- 
c^es, pour que le rayon incident et le rayon refracti soient sur le prolonge- 
ment I'un de r autre, ilfaut et il tuffii que le plan tangent a la surface 
refringente au point d'incidence ait la direction qui, clans I'un ei fauire 
milieu, est conjugu^ a celle du rayon incident, ordinairement ou extraor^ 
dinairement suivant la nature de ce rayon . 

On peut remarquer que, dans ce cas, le rayon incident et le rayon 
refracts sont toujours de meme nature. On voit encore que, si les nappes 
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des surfaces d'onde caraclerisliques des deux milieux qui correspon- 
dent respeclivement au rayon incident et au rayon refracte sont sph6- 
riques, pour que le rayon incident et le rayon r6fract6 soient sur le 
prolongement I'un de Tautre, il faut et il suffit que le rayon incident 
soit normal a la surface refringente. 

Un problfeme inverse du precedent est celui qui consiste, 6tant 
donn^es la direction du plan tangent a la surface refringente au point 
d'incidence, la nature du rayon incident et celle du rayon refract^, k 
chercher la direction que doil avoir le rayon incident pour penetrer 
dans le second milieu sans se briser. Pour repondre k cette question, 
on decrit encore d'un point quelconque comme centre les nappes 1 
et 2'; on m^ne par le point un plan parallcle au plan donne, et on 
cherche sur ce plan une droite telle, que les plans tangents menes par 
cette droite aux parties des nappes 1 et If qui se trouvent d'un meme 
c6t6 de ce plan touchent ces surfaces en deux points qui soient en ligne 
droite avec le point : la droite qui passe par le point el par les 
deux points de contact a la direction cherchee. 

Quant au cas oh un rayon doit se reQechir en revenant sur lui-meme, 
la reflexion 6tant antilogue, il se traite en suivant exactement la m6me 
marche que pour la refraction ; les surfaces 2 et 2' sont alors les deux 
nappes de la surface d*onde caracteristique du premier milieu; ces 
deux nappes ne pouvant jamais £tre semblables, il n'y a pas lieu 
d'^noncer une proposition analogue au thiorfeme XIII. 

V. — Des foyers totaux et par dels et des lignes focales, — 
Tautochronisme des trofectoires iumineuses ahoutissant au 
meme foyer. 

34. Supposons que dans un milieu homogene quelconque, isotrope 
ou anisotrope, tons les rayons reflechis ou r^firact^s d'une certaine 
espfece soient dirigfes de fagon a concourir en un foyer total 0, r^el ou 
virtuel. Soit S une quelconque des ondes r6el1es ou virtuelles qui cor- 
respondent a ce «ysteme de rayons; prenons sur cette onde un point 
quelconque A; si du point comme centre nous decrivons la nappe, 
dc mfeme nature (jue les rayons, rf'une surface d^onde caracteristique du 

3o. 
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ilieu correspondant a un temps let. 



que celte nappe passe en Ai ceU 
1 I'onJe S. Ce r 



nappe sera, en vertu du tlieor^iiie II, langenlt- ( 
sonnement etant applicaijie a tous les points de Tonde S, cette onde 
doit etre en cliacun de ses poiots tangents ii la nappe, de meme naturt> 
que les rayous, d'une ccrlaine surface d'onde caracteristique decritedu 
point coimne centre. Si cette surface d'onde carai-tiTislique n'ttait 
pas la meme pour tous les points de I'onde S. cette onde envelappe- 
rait des nappes de meni<! nature de surfaces il'ondc caracterisliques 
decrites d'un meme point comme centre et correspondant ii des 
temps diUcrents, ce qui est impossible, puisquo oes nappes ne pour- 
raient se couper. L'onde S est done tangcnte en tous seii points k la 
nappe, de meme nature que les rayons, d'une meme surface d'onde 
caracteristique decrite du point commc centre, el, par suite, coiocide 
avec cette nappe. Reciproquement, si une queleonque ilcsundes, reelles 
ou virtueiles, correspondant au systeme des rayons, coincide avec I.i 
nappe, de meme nature que les rayons, d'une surface d'onde ctracl^ 
ristique du milieu decrite d'un certain point comme centre, les direc- 
tions de tous les rayons du systeme coucourcnt nu point 0. En effet. si 
cette condition est remplie, les directions conjuguees, ordiuairemeni 
ou extraordinairetnent suivaut la nature des rayons, aux plans t»ngents 
men^s a celte onde en ses dill'erents points, passent tous par le point O: 
or. d'aprcs le tli^oremc II, ces directions sent precisement celles des 
rayons qui passent par les differents points de l'onde; done ces rayoMJ 
concourent tous en 0. 

Nous arrivons ainsi au tlieoremo fondamcntal dont voici t'enonce : 

Thborkme XIV. — Pour que tous les rayons reflechit ou refracte* issui 
d'un m^me point et d'une certaine espece qui se propageni dans un mitieu 
homogene queleonque comergenl en un/oyer total 0. reel ou virtitei, H 
faut et il suffa que I'onde qui correspond d ce systeme de rayons, consi- 
deree dans une queleonque de ses positions rcelles ou virtueUes, coincide 
avec la nappe, de nUme nature que les rayons, d'une surface d'onde 
caracteristique du milieu decrite du point comme centre. H'ou i/ suit . 
1° que I'onde au moment oii eUe passe par le foyer total se re'duit a un 
point : a" que si, darts un milieu humogene queleonque, tous les rayons 
rfjl^chis ou refraclc's issiis d'un m^me point et d'une certaine espece fien- 



J 



REGBERCBE8 D OPTIQUE cioMBI 

nent converger en un m^me foyer reel, lous ces rayons emploient des temps 



c au foyer, ei y arriivnt par con- 



egaux pour se propager du point lumim 
sequent sans difference de phase. 

Ce theoreme est vrai. quelles que soieiil les reflexions el les refrar- 
tions que les rayons aient subies avant de prendre leurs directions uc- 
tuelies, a condition cependaut que ces rayons emanent original rement 
d'uD menie point et qu'ils soient restes de nieine espece. 

Le tautochronUme des trajectoires lumineuses aboutissant au inenie 
foyer conslilue une proposition d'une imjiortanee capitale : c'est la 
base principale de la theorie des surfaces aplanetiqups, et on doit ne- 
cessairement y avoir recours pour justifier I'emploi des lenlilles dans 
I'observation des pbenomenes d'interferences et de diffraction { ' ) . 

II resulte du tbeoreme precedent que, pour que les ondes retlechies 
ou refractees qui se propagent dans un milieu liomogene quelconque 
affectent la forme que presente dans ce milieu celle des nappes de la 
surface d'onde caracteristique qui est de meme nature que ces ondes, 
il faut et il sufHt que tous les rayons reflecbis ou refractes soient diriges 
de fagon a concourir en un meme point. 

Remarquons enfin que, si du foyer total comme centre on d^crit 
la nappe, de meme nature que les rayons, d'une surface d'onde carac- 
teristique correspondant a un temps quelconque T, cetle nappe coin- 
cide a la folsavec deux ondes, savoir ; avec celle qui est antferienre 
de T au moment oil I'onde se reduit au ("oyer total, et aver celle qui est 
posterieure de T a ce meme moment. Si les rayons retlecbis ou refractes 
ne remplissent pas tout I'espace, ces deux ondes coincideront avec deux 
parlies de la surface d'onde caracteristique qui seront limitees par deux 
courbes symetriques par rapport au foyer et pouvant empieter Tune 
sur I'autre, Mais, si les rayons reflecbis ou refractes, avanl d'arriverau 
foyer, remplissent tout I'espace, comme cela a lieu, par exemple, 
lorsque des rayons, emanes d'un point lumlneux sltue dans un milieu 
bomogene liuiite par une surface ferniee, vienncnt apres rellexion con- 



[*) Ce ih&trfeme eat connii depuis longteiDps pour les milieux isolropes. Uu ygli ens ( 7>V7/ tc' 
lie la Lumiere, cliap. VI) en a donnS une demons tra lion, en s'appuyant sur lea lois de iii 
renexiun et de la ri'fractiun dans ces milieux, tl restait a faire voir qu'il s'applique ^alement 
aux miliGux birernngonls. 
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verger en un foyer unique, les deux ondes cuincideot chacune avec ia 
nappe de la surface d'onde caracteristique dans toute Tetendue de cette 
nappe, et, par suite, coincident entre elles. 

35. II pent arriver que, parmi les rayons reflechis ou refract6s d'une 
certaine espece qui se propagent dans un milieu homogenequelconque, 
il y en ait seiilement une partie, formant une surface conique, qui con- 
vergent en un meine foyer reel ou virtuel : ce foyer prend alors le nom 
Ae foyer partiel. En employant OLactement le meme mode de raisonne- 
ment que dans le paragraphe precedent, on arrive a la proposition 
suivante : 

Theoukmk XV. — Pour que, parmi les rayons reflechis ou refractes issus 
d'un mime point el d^une certaine espece qui se propagent dans un milieu 
homogene quelconque, U y en ait une infinite formant une surface con- 
tinue qui aillent converger en un foyer partiel , rdel ou virtuel^ ilfaut et 
ilsuffit que Vonde qui correspond a ce systeme de rayons^ consideree dans 
une quelconque de ses positions reelles ou virtueUes, soit tangente le longde 
la courhe suivant laquelle eUe est coupee par la surface que formeni les 
rayons d la nappe, de mime nature que les rayons^ dune sutface d^onde 
caracteristique du milieu ddcrite du point comme centre. D'ou ilsuit quCf 
si, dans un milieu homogene quelconque, une infinite de rayons reflechis 
ou refractes issus dun mime point et de mime espece ^formant une surface 
continue, convergent en un mime foyer pcwtiel riel, ces rayons emploient des 
temps egaux pour se propager du point lumineux a ce foyer, ety arrivent 
pcur consequent sans difference de phase. 

II pent arriver, comme cas particulier, que la surface conique formee 
par les rayons dont les directions convergent au foyer partiel se 
reduise a une surface plane : le theoreme precedent subsiste alors sans 
modification. 

36. Lorsqu'un systbme de rayons issus d*un mSme point et de m6me 
espece se propage dans un milieu homogene quelconque, il peut se 
presenter qualre cas distincts : 

i^ II n'y a ni foyer lotal ni foyer partiel ; 

a^ II y a un nombre fini de foyers partiels isoles les uds des aatres; 
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nous appellerons alors lignes aplandtiques , soil sur la surface p6flechis- 
sante ou r6fringente, soit sur les ondes qui correspondent au systfeme 
des rayons, les intersections de ces surfaces avec les cones formes par 
les rayons qui convergent au meme foyer partiel, ces surfaces coniques 
pouvant dans des cas particuliers se reduire a des plans; 

3** II y a une infinite de foyers partielsformant une ligne continue que 
nous nommons ligne focale ; il existe alors sur la surface reflecbissante 
ou refringente et sur chacune des ondes qui correspondent au systeme 
des rayons reflechis ou refractes un systeme continu de lignes aplanS- 
tiques, et le systeme des rayons se decompose en une infinite de sur- 
faces coniques dont les sommets forment une ligne continue; 

4^ II y a un foyer total, et alors la surface reflecbissante ou refrin- 
gente est dite aptanelique. 

Cc dernier cas vient d'etre eludie (34); nous nous arreterons main- 
tenant quelque temps a examiner les consequences qui resultent de 
Texistence d'une ligne focale. Cette ligne foeale peut etre, soit tout en- 
tiere reelle, soit tout entiere virtuelle, soit en partie reelle et en partie 
virtuelle; mais il y a, en outre, une distinction essentielle a faire, sui- 
vant que les rayons emploient des temps egaux ou inegaux pour aller de 
I'onde reflecbie ou refractee consideree dans une quelconque des posi- 
tions reelles ou virtuelles qu'elle occupe successivement aux difi^rents 
points de la ligne focale (en supposant, si cela est necessaire pour reva- 
luation de ces temps, le milieu ou se meuvent les rayons prolong^ au 
delk de ses limifes, de faQon a comprendre Tonde et la ligne focale). Si 
ces temps sont egaux> nous dirons que la ligne focale est isochrone; dans 
le cas contraire, nous Tappellerons anisochrone. On voit que, lorsqu'une 
ligne focale reelle est isochrone, tous les rayons r^flecbis ou refractes 
emploient le meme temps pour se propager du point lumineux aux dif- 
ferents points de cette ligne focale, tandis qu'en general ce sont seule- 
ment les rayons aboutissant k un meme point de la ligne focale qui 
mettent des temps egaux pour atteindre ce foyer partiel. 

37. Soit, dans un milieu homogene quelconque, L une ligne focale 
isochrone, reelle ou yirtuelle. D'aprfes le tb^orfemc XV, si on considere 
Tonde S qui correspond au systeme des rayons reflechis ou refract^ dans 
une qaelcooque de ses positions reelles ou virtuelles, cette onde doit 
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titrc langeale le long d'linc cnut-lie aux nappes, dc tneme nature que les 
rayons, <]e surfaces d'ondes caraetoriatiqiies d^crites dc chacun de* 
points rie In lignel. comme centres. Potir que la ligne focale soil tau- 
chrone, it Taut evidcmment que ces surfnees d'oode caraclertsli(|tieii, 
decrites des dilTerents points de la ligne L comme centres, et dont cha- 
cune est tangcntc h I'oiide S le long d'une courbe. correspondcut au 
meme temps. Reciproquement, si cette condition est reinplic. \*:s 
rayons vonl aljoutir aux dilTerents points dc la ligne Let eniploicot de^ 
temps egaux pour aller de I'onde S a la ligne L qui. par suite, est tsu- 
chrone. Done : 

TH^ORiiMK XVI. — Pour que, des ravons rdjlechis ou refracles issus d'un 
mfme point et de mSme espece se propageanl dans un ntilieu (fuelconquf. 
une ligne \. soil pour ces rayons une Ugne focale isochrone. il faut el il 
sujfit que I'onde qui correspond a ces rayons soil dans une quelcorufue dr 
ses positions rcelles ou virtuelles I'emeloppe des nappes, de m(me natttre 
que les rayons, de surfaces d'onde caracterisliques du milieu decrites des 
differents points de la ligne L comme centres et correspondant a un mfnte 
temps, boil il suit que I'onde dans une certaine position, soil recite, soil 
virtuelle, doit se reduire a Ut litjne focale isochmne. 

Si, parexemple. Ic milieu est isotrope. I'onde est renvoloppe d'unc 
sphere dont le centre parcourl la ligne focale isochrone el dont le rayon 
restc constant. 

Lorsqu'il existe une ligne focale isochrone, chaque onde correspon- 
dant au syslcmc des rayons reilechis ou refractes presente un cysteine 
eontinu de lignes aplanetiques. Pour trouver sur I'une de ces undcN In 
ligne aplanetique qui correspond ii un point donne de la li}tne focnie, 
il suflit cvidemracnl dc dt^crire. de ee point comme centre, une sur- 
face d'onde caract^ristique dont la nappe, de meme n<tture que h>s 
rayons, soit tangente k I'onde: Ic contact entre les deux nurface^ a lieu 
le long d'une ligne qui est la ligne aplanetique cherchee.Sur la surfacir 
rifltcliissaiitc ou r^fringcnte il est egalement facile dc trouver la ligne 
aplanetique qui correspond ii un point donne A de la ligne fncale iso- 
chrone. En effct, comme dans une de ses positions I'onde se reduit « 
cette ligne, on ohtieut les rayons qui convergent en A en menanl les 
droites dunt les directions sunt conjuguees ordinaircment ou exlraordi- 
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nairement suivant la nature des rayons, k celles des plans tangents a la 
ligue focale en A, c'est-k-dire de tons les plans qui passent par la droite 
tangente en A a cette ligne. Ges rayons forment une surface conique 
pouvant, dans des cas particuliers» se reduire a une surface plane et 
dont rintersection avec la surface reflechissante ou refringente est la 
ligne aplanetique demandee. 

Si le milieu est isotrope ou si le milieu est uniaxe et les rayons ordi- 
naires, les rayons qui convergent en un meme point A de la ligne focale 
isochrone doivent etre perpendiculaires aux plans tangents en A a cette 
ligne focale, et, par suite, a la tangente menee a cette ligne par le 
point A. Ces rayons sont done tons contenus dans un meme plan nor- 
mal en A a la ligne focale; d'oii le theoreme suivant : 

THEORfeME XVII. — Si\ dans un milieu homogene isotrope ou dans un 
milieu homogine uniaxe^ les rayons dtant ordinaires, des rayons issus 
d'un mime point et de m&me espece donnent naissance a une ligne 
focale isochrone 9 ceux de ces rajons dont les directions convergent 
en un mime point rdel ou virtuel de cette Ugne sont contenus dans un 
mime plan normal a la ligne focale^ et par suite les lignes aplanetiques, 
tant sur la surface reflechissante ou refringente que sur les ondes qui cor- 
respondent au systeme des rayons y sont planes. 

38. Quand il existe une ligne focale anisochrone, Tonde, consideree 
dans une quelconque de ses positions reelles ou virtuelles, est encore 
I'enveloppe des nappes, de meme nature que les rayons, de surfaces 
d'onde caracteristiques du milieu decrites des differents points de cette 
ligne comme centres; mais ces surfaces d'onde caracteristiques ne cor- 
respondent plus a des temps egaux. Les lignes aplanetiques sur les 
ondes qui correspondent au systeme des rayons reflechis ou refractes, 
8*obtiennent dans ce cas par la meme construction que dans le cas d'une 
ligne focale isochrone (37); cette construction est encore applicable 
Lorsqu'il existe un nombre fini de foyers partiels isoles. 

Quand la ligne focale est anisochrone, Tonde ne se reduit a cette ligne 
dans aucune de ses positions, soit reelles, soit virtuelles; elle passe 
done successivement par les differents points de cette ligne. Conside- 
rons Tonde dans la position reelle ou virtuelle oil elle passe par un 
point quelconque A de la ligne focale anisochrone : d'apres le theo- 

Annale$ scientifiques de VicoU Normale $upirieure. Tome IV. 3 1 
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reme XV, tous les rayons qui convergent en A arrivent en meme 
temps en ce point. L'onde au point A doit done etre tangente a la (ois 
a tous les plans conjugues aux rayons qui arrivent en A» ordinairement 
ou extraordinaireinent suivant la nature des rayons; Tenveloppe de 
ces plans est en general une surface conique, mais cette surface pent se 
reduire a une ligne droite : c'est ce qui arrive, par exemple, si, le 
milieu etant isotrope, les rayons qui aboutissent en A sont contenus dans 
nn meme plan. 

II rcsulte de ce que nous venous de dire que Tonde presente en A ce 
qu'on appelle un point singulier; il n'y a d*exception a cetle regie que 
dans un cas tres-particulier : c'est celui oil, le milieu etant biaxe, cha* 
cun des rayons qui convergent en A est parallele k Tun des rayons vec- 
teurs qui, dans la surface d'onde caracteristique du milieu, sont conju- 
gues aux plans tangents singuliers. Tout ce que nous venons de dire 
s'applique evidemment au cas oil Tonde passe par un foyer partiel isole. 
Reciproquement, si Tonde, dans une quelconque de ses positions 
reelles ou virtuellcs, presente un point singulier, on peut affirmer que 
re point appartient a une ligne focale anisochrone, ou constitue un 
foyer partiel isole; car, en ce point, Tonde est tangente ^ une infinite 
de plans ayant pour enveloppe une surface conique, ou, dans des cas 
particuliers, une ligne droite, et a ces plans sont conjugues une infinite 
de rayons formant une surface conique qui peut se reduire a une sur- 
face plane. Ici encore la regie g^nerale presente une exception parti- 
culiere : en effet, si, le milieu etant biaxe, la surface conique tan- 
gente k I'onde au point singulier a ses generatrices paralleles a celles 
du cone tangent k la surface d'onde caracteristique du milieu en un de 
ses points singuliers, a tous les plans tangents k Tonde au point singu- 
lier est conjuguee une direction unique, qui est Tune des directions 
singulieres du milieu; il ne passe alors en A qu*un rayon unique, mais 
ce rayon, d'aprfcs une remarque faite precedemment (23), est constitue 
par la superposition d'une infinite de rayons reflechis ou refractes pro- 
venant d*un cone de rayons incidents. 

Les remarques prec^dentes se resument dans le theoreme suivant : 

Theor^me XVIII. — Toules les /ois que^ dans un milieu homogene 
quelconqucy I'onde correspondani a un sysleme de rayons issus d'un mime 
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point el de mime espece passe par un foyer parliel reel ou virluel ne 
faisant pas partie d^une ligne/ocale isochrone, elle presente en ce foyer un 
point singulier, a moins que, le milieu itant hiaxe, le plan tangent a 
Vonde, mend par ce foyer f ne soit paraUele a Vun des plans tangents sin- 
guliers de la surface d'onde caracteristique du milieu. Rdciproquement, 
toutes lesfois que I'onde, dans une quelconque de ses positions rdeUes ou 
virtuelles, presente un point singulier, ce point est un foyer partiel nap- 
partenant pas a une ligne focale isochrone, a moins que, le milieu dtant 
bicujce, le cdne tangent a I'onde en ce point singulier n^ait ses genera- 
trices paralleles a ceUes du cdne tangent a la surface d'onde caracteris- 
tique du milieu en un de ses points sin guliers, 

De ce thcoreme resulte une construction qui permet de trouver sur la 
surface reflechissante ou refringente la ligne aplaneliquequi correspond 
a un point d'une ligne focale anisochrone ou a un foyer partiel isole. 
En effet, sauf Texception signalee plus haut, Tonde, lorsqu*elle passe 
par un tel point, y est tangente a un cone; si Ton mene par le point sin- 
gulier de Tonde les droites dont les directions sont conjuguees, ordi- 
naircmentou extraordinairement suivant la nature des rayons, a celles 
des plans tangents a ce cone, ces droites ferment une surface conique 
dont rintersection avec la surface reflechissante ou refringente est la 
ligne aplan^tique cherchee. 

Si le milieu est isotrope, le cone forme par les rayons qui aboutissent 
au foyer partiel a ses generatrices perpendiculaires a celles du cone 
tangent a Tonde en ce foyer partiel, et alors le premier cone se reduit 
a une surface plane lorsque le second se reduit a une ligne droite. 

39. Les remarques que nous venous de faire sur les relations entre 
{'existence des foyers ou des lignes focales et les affections presentees 
par les ondes, peuvent se r^sumer comme il suit : 

I® Si I'onde qui correspond k un systfeme de rayons reflechis ou re- 
fractes, issus d'un meme point et de meme espece, se propageant dans 
un milieu homogfene quelconque, ne se reduit, dans aucune des posi- 
tions reelles et virtuelles qu'elle occupe successivemenl, a un point ou 
a une ligne, et que, dans aucune de ses positions, elle ne presente de 
point singulier, il n'y a ni foyer total, ni foyer partiel (a moins que, le 
milieu ^tant biaxe, une infinite de rayons incidents, formant une sur- 

3i. 
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face continue, ne donnent naissance k une infinite de faisceaux coniques 
de rayons reflechis ou refractes, qui, en s'entre-croisant, peuvent donner 
lieu k des foyers partiels sans que Tonde presente de point singulier). 

2^ Si I'onde, sans jamais se r^duire ni a un point ni k une ligne, pr6* 
sente, dans une ou plusieurs positions isolees, un ou plusieurs points 
singuliers » ces points singuliers sont autant de foyers partiels isoles 
( toutefois, si le milieu est biaxe, les points singuliers de Tonde oil le 
cone tangent a Tonde a ses generatrices paralleles k celles de Tun des 
(;6nes tangents a la surface d*onde caracteristique du milieu en ses points 
singuliers, sont la reproduction des points singuliers de cette surface 
d*onde caracteristique et n'accusent pas Texistence de foyers partiels). 

3^ Si Tonde, sans jamais se reduire ni a un point ni a une ligne, 
presente, dans une serie continue de positions, un point singulier, la 
ligne decrite par ce point est une ligne focale anisochrone (sauf Texcep- 
lion indiquee dans le cas precedent). 

4^ Si Fonde, dans une certaine position, soit reelle, soit virtuelle, se 
reduit a une ligne, cette ligne est une ligne focale isochrone. 

5^ Si Tonde, dans une certaine position, soit reelle, soit virtuelle, se 
reduit a un point, ce point est un foyer total. 

VI. — Propriete fondarnentale des trajectoires lumineuses : 
le temps employS a les parcourir est en general un minimum 
ou un maximum. 

40. Quoique nous ne nous proposions pas d'exposer ici sp^cialement 
la theorie des surfaces aplanetiques, il est cependant indispensable, 
pour arriver a la demonstration simple et generale d'une propriete fon- 
damentale des trajectoires lumineuses, d*entrerplus avantque nousne 
Tavons fait jusqu*a present dans Tetude de ces surfaces. 

Supposons que tons les rayons reflechis ou refractes d*une certaine 
espece qui correspondent a des rayons incidents emanesd'un point lu* 
mineux reel 0, aillent converger en un meme foyer r6el 0'. Designons 
par T le temps employe par un rayon de meme nature que les rayons 
incidents pour se propager dans le premier milieu du point k un 
point quelconque M ; par T' le temps employe par un rayon de meme 
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nature que les rayons refl6chis ou refractes pour se propager, dans le 
second milieu s*il s'agit d*un^ mifraction, dans le premier milieu s*il 
s'agit d'une reflexion, dti point 0' au meme point M. II resulte imme- 
diatement da th6orfeme XIV que, pour tons les points de la surface re- 
fl^chissante ou refringente, la somme T h- T' est constante, et que, reci- 
proquement, si cette somme est constante sur une surface reflechissante 
ou refringente, cette surface est aplan6tique pour les positions et 0' 
du point lumineux et du foyer. On voit done, qu'etant donnees les posi- 
tions du point lumineux et du foyer, supposes tons deux reels, et la na- 
ture des rayons incidents etant assignee ainsi que celle des rayons r6fle- ♦ 
chis ou refractes, il existe une infinite de surfaces aplanetiques constituant 
un certain systeme. Sur chacune des surfaces de ce systeme la somme 
T-hT' a une valeur constante; mais cette somme varie quand on passe 
d'une de ces surfaces ^ une autre; d'oii il suit que les surfaces aplanetiques 
faisant partie d'un meme systfeme ne peuvent jamais se couper et s'en- 
veloppent compl^tement les unes les autres. 

Considerons en premier lieu le cas de la reflexion : les surfaces apla- 
netiques qui correspondent a des positions donnees du point lumi- 
neux et du foyer 0' supposes tons deux r6els, sont alors fermees, et 
chacune d'elles comprend dans son interieur les points et 0'. De 
plus, il est Evident que la somme T -f- T', constante sur chacune de ces 
surfaces, va en augmentant a mesureque Ton considfere une surface de 
plus en plus 61oign6e des points et 0', ou, en d*autres termes, quand 
on passe d*une surface aplanetique a une autre qui renferme la premiere 
dans son interieur. II r^sult^ de la que, si Ton designe par C la valeur 
particuliere de la somme T -+- T' sur Tune de ces surfaces aplanetiques, 
surface que nous nommerons S, pour tout point exterieur a la surface S, 
la somme T -+- T' aura une valeur superieure a C, et pour tout point inte- 
rieur a cette surface, cette somme aura une valeur inferieure a C. On voit 
encore que, si, en un point quelconque de la surface S, on mene un plan 
tangent a cette surface, la somme T-f-T' aura, en tons les points de ce 
plan autres que le point de contact, une valeur superieure a celle qu'elle 
prend en ce point de contact, c'est-a-dire une valeur superieure a C; elle 
aura done sur le plan, au point de contact, une valeur minimum. 

Passons maintenant au cas de la refraction. Les surfaces aplam'^ 
tiques passent alors necessairement entre les points el 0'. Supposons 
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d'abord que, suivant la direction 00', la vitesse dans le premier mi- 
lieu d*un rayon de meme nature que les rayons incidents, soit plus 
grande que la vitesse dans le second milieu d'un rayon de m6me na- 
ture que les rayons refractes; la somme T -+• T' va alors en croissant a 
mesure que la surface aplanetique rencontre la droite 00' en un point 
plus voisin du point 0. De plus, dans ce cas, les surfaces aplanetiques, 
du moins dans la partie de leur etendue qui sert reellement a la re-, 
fraction, tournent leur convexite vers le point 0. Ceci pos6, d^signons 
par C la valeur de la somme T-*-T' sur Tune de ces surfaces aplane* 
tiques, surface que nous appellerons S, et soit M un point qui n'estas- 
sujetti qu'a la condition de se trouver sur la partie de Tune quelconque 
des surfaces aplaneliques du systeme qui sert reellement a la refraction. 
On doit conclure de ce qui precede qu'au point M la somme T -h T' a 
une valeur superieure a C si ce point se trouve a Texterieur de la sur- 
face S, c'est-a-dire du meme cote de celte surface que le point 0, une 
valeur inferieure a C si ce point est situe a Tinterieur de la surface S, 
c'est-a-dire du mfeme cote que le point 0'. 

Si, au conlraire, suivant la direction 00', la vitesse dans le premier 
milieu d'un rayon de m^me nature que les rayons incidents, est plus 
petite que la vitesse dans le second milieu d*un rayon de meme nature 
que les rayons refractes, la somme T -i- T' va en croissant k mesure que 
la surface aplanetique rencontre la droite 00' en un point plus voisin 
du point 0'. Mais, comme alors les surfaces aplanetiques, du moins dans 
la partie de leur Etendue qui sert reellement k la refraction, tournent 
leur convexite vers le point 0', on voit que, comme dans le cas prece- 
dent, la somme T -*- T' a une valeur superieure k C au point M si ce 
point se trouve a Texterieur de la surface S, c*est-k-dire ici du meme 
cote de cette surface que le point 0', une valeur inferieure k C si ce 
point est situe k Tinterieur de cette surface, c'est-a-dire du mdme c6te 
que le point 0. 

Dans Tun et Tautre cas, si Ton mene k Tune des surfaces aplanetiques 
un plan tangent en un point situe dans la partie de cett« surface qui 
sert reellement a la refraction, tons les points de ce plan autres que 
le point de contact etant exterieurs k la surface aplanetique, la somme 
T -f- T' aura sur le plan au point de contact une valeur minimum. Les 
surfaces aplanetiques, soit par reflexion, soit par refraction, etant tou* 
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jours coavexes, la proposition que dous venous d'enoncer, de meme 
que la proposition analogue relative a la reflexion, ne souffre aucune 
exception. 

41. Supposons maintenanl que la lumiere se propage d'un point a 
un autre point 0' en subissant une reflexion ou une refraction, ces deux 
points etant situes dans un milieu homogene quelconque s'il s*agit d*une 
reflexion, dans deux milieux homogenes quelconques s*il s*agit d*une 
refraction, et la surface reflechissante ou refringente etant egalement 
quelconque. Appelons R le rayon incident, R' le rayon reflechi ou re- 
fracte, I le point d'incidence, S la surface reflechissante ou refringente; 
designons par T le temps que met, dans le premier milieu, un rayon 
de meme nature que le rayon R pour se propager du point h un point 
quelconque M, par T' le temps qu'emploie, dans le premier ou dans le 
second milieu suivant qu'il s'agit d'une reflexion ou d'une refraction, 
un rayon de meme nature que le rayon R' pour se propager du point 0' 
au meme point M. Si nous considerons le point comme un point lu- 
mineux reel et le point 0' comme un foyer reel, les rayons incidents 
etant de meme nature que le rayon R, les rayons reflechis ou refractes 
de meme nature que le rayon R', il y aura, d'apres ce que nous venous 
de voir, une infinite de surfaces aplanetiques pour ces positions du point 
lumineux etdu foyer. Parmi ces surfaces aplanetiques, il s'en trouvera 
necessairement une qui passera par le point d'incidence I : cette surface 
aplanetique, que nous designerons par 2, sera tangente en 1 a la sur- 
face reflechissante ou refringente S, car au point I la surface 2 doit, 
comme la surface S, reflechir ou refracter vers le point 0' un rayon 
provenant de 0. Sur la surface aplanetique 2 la somme T -*- T' est con- 
stante (40) : done, puisque la surface S est tangente en 1 a la surface 2, 
si, sur cette surface reflechissante ou refringente, on passe du point I a 
un point intiniment voisin, la variation de la somme T -h T' sera un infi- 
niment petit d'un ordre superieur au premier; en d'autres termes, si, 
sur la surface S, on considere la somme T -f- T' comme une fonction des 
coordonnees des points de cette surface, la differentielle de cette fonc- 
tion sera nulle au point I. 

Reciproquement, si, au point I, sur la surface S, la differentielle de 
la fonction T -h T' est nulle, cette fonction est constante sur la surface S 
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duDs uoe etendue iDfiniment petite a parlir du point I; par suite, la sur- 
face S est tangente en t a Tune des surfaces aplanetiques pour les po- 
sitions et 0' du point lumineux et du foyer : done le point I est tel, 
qu'un rayon 6mane du point 0, apres s'etre reflechi ou refracte en ce 
point, va passer par le point 0'. . 
Nous arrivons ainsi a la proposition suivante : 

Theor^me XIX. — 6tant donnis deux points et 0' et une surface 
rejlechissante ou rdfringente S, la nature des rayons incidents dtant assi^ 
gnee, ainsi que celle des rayons riflechis ou rifractis^ pour qiiune trajec- 
toire partant du point et aboutissant au point 0' en touchant la surface S 
soit reellement suivie par la lumiere^ il faut et il suffit quen passant de 
cette trajectoire a une trajectoire infiniment voisine quelconque^ la varia- 
tion du temps employd par la lumiere pour se propager du point au 
point 0' soit un infiniment petit d'un ordre supdrieur au premier. 

42. Le tlieoreme precedent est dans la theorie des ondes Tanalogue 
de ce qu*est le principe de la moindre action dans la theorie de remis- 
sion. 

II pent s'exprimer encore en disant que : pour qu'une trajectoire 
partant du point et aboutissant au point 0' soit reellement suivie par 
la lumiere, il faut et il suffit qu'au point 1 oil cette trajectoire touche la 
surface reflechissante ou refringente, la differentielle de la somme T -j-T' 
soit nulle, cette somme etant consideree comme une fonction des coor- 
donnees des points de la surface S. 

Ce theoreme permet, etant donnees les coordonn^es des points 
et 0\ Tequation de la surface reflechissante ou refringente, la nature des 
rayons incidents et celle des rayons reflechis ou refractes, de calculer les 
coordonnees des points oil un rayon parti du point doit toucher la 
surface S pour aller, apres reflexion ou refraction, passer par le point 0'. 

Designons en effet par (a, b, c) les coordonnees du point 0, par 
(a', 6', c') celles du point 0'. Soit 

(i) ?(?»yj,0 = o 

Tequation de la surface reflechissante ou refringente S, 
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Tequation de la nappe, de meme nature que Ic rayon incident, de la 
surface d'onde caracteristique du premier milieu decrite de Torigine 
comme centre et correspondant a Tunit^ de temps, 

Tequation de la nappe, de meme nature que le rayon reflechi ou 
refracte, de la surface d*onde caracteristique du premier ou du second 
milieu, suivant qu'il s'agit d'une reflexion ou d'une refraction, decrite 
de Torigine comme centre et correspondant a Tunite de temps. Le 
temps T employe par la lumiere pour se propager du point Si un point 
quelconque de la surface S, dont les coordonnees sont (^, y?, ^), est 
donne par Tequation 

(a) /• I ^Y ^ J > — ^ ) =o- 

De meme le temps T employe par la lumiere pour se propager du 
point 0' au meme point de la surface S est donn6 par Tequation 



(3) 



1 1^ a! ri-b' g-c^ \ __ 



les deux fonctions/« et/2 etant identiques quand il s'agit d*une re- 
flexion homologue. 

Si des equations (2) et (3) on tire les valeurs de T et de T\ et qu'on 
les ajoute, on obtiendra une equation de la forme 

Entre cette equation et Tequation (1), on eliminera une des trois varia- 
bles §, y?, ^, par exemple ^, et on arrivera a une equation de la forme 

T -4- r = §(l, n, a, 6, c, a\ b\ &). 

Pour les points cherches de la surface S, on doit avoir, d'apres le 
th^oreme XIX, 

rf(T-f-T') = o, 

jinnales scientifiquet de Vtcole Normtde supirieurc. Tome IV. 32 
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equation qui, puisqu'il y a deux variables independantes,se decompose 
en deux autres : 

et 

dS 

-J- =o. 

dt\ 

Ces deux dernieres equations jointes k celle de la surface determinent 
les coordonnees des points cherch^s. 

43. II est facile de voir, en se fondant sur les considerations qui nous 
ont deja servi a demontrer le iheoreme XIX, que le temps employe par 
la lumiere pour se propager d*un point a un autre, en subissant une 
reflexion ou une refraction, est en general un maximum ou un mi- 
nimum. 

En effet, au point d'incidence I la surface reflechissante ou refrin- 
gente S est tangente a une surface aplanetique 1 sur laquelle U 
somme T + T' est constante (41) : si, au point I, le contact enlre les 
deux surfaces S et 2 est simplement du premier ordre, comme cela a 
lieu en general, ou si ce contact est d'ordre impair, la surface S, dans le 
voisinage du point I, est interieure ou exterieure a la surface 2, car 
dans ce cas les deux surfaces ne peuvent se couper. Si la surface S est 
ekterieure autour du point I k la surface aplanetique 2, comme, d'aprte 
ce que nous avons vu precedemment (40), pour les points exterieurs k 2, 
la somme T + T' a une valeur plus grande que sur ia surface 2, cette 
somme a, sur la surface S, une valeur minimamen I. Si, au contraire, 
la surface S tout autour du point I est exterieure a la surface aplane- 
tique 2, la somme T + T' a au point I une valeur maximum sur la sur- 
face S. Lorsque les deux surfaces S et 2 ont au point I un contact 
d'ordre pair, ce qui n*a lien que dans des cas exceptionnels, ces deux 
durfWces se coupent tout en 6taAt tangentes, et alors la valeur de fa 
somme T + T sur la surface S n'est ni maximum ui minimum en I, 
bien que la variation de la somme T-4- T, quand on passe du point I a 
un point infmiment voisin sur la surface S, soit encore un infiniment 
petit d'un ordre sup^rieur au premier, et que, dans ce cas, cette varia- 
tion soit m^meau moinsdu troisi^me ordre. Nous pouvonsdonc Snoncer 
le th^oreme suivant : 



RECHERCHES D^OPTIQU^S GEOMETRIQIJE. 2^1 

Theoj^fjme XX. — Lonque la lumiere se propage dun point a un 
point 0' en subissant une reflexion ou une refraction, le lamps empLoyipcu^ 
la lumiire pour parcourir sa trajectoire est toujours un minimum ou un 
maximumy a moins qui au point d incidence la surface reflechissante ou re- 
fringente vHait avec celle des surfaces aplandtiques relativcb aux positions O 
et 0' du point Jumineux et du foyer qui passe en ce point un contact d'ordre 
pair. 

Le temps est un minimum lorsque, tout autour du point d* incidence, la 
surface refldchissante ou refringente est exterieure a la surface aplanetique, 
un maximum lorsque, tout autour du point d' incidence, la surface rifle- 
chissante ou refringente est interieure a la surface aplanetique. 

On croit souvent que le temps employe par la lumiere pour se pro- 
pager d'un point a un autre en se refleehissant ou en se refractant est 
toujours un minimum. Le theoreme precedent montre qu'il n'en est 
rien, et indique le caractere auquel on peut reconnaitre si ce temps 
est maximum ou minimum : de plus, il apprend a reconnaitre les cas 
exceptionnels dans lesquels ce temps n'est ni minimum ni maximum. 
II est a remarquer que ces cas exceptionnels ne peuvent jamais se pre- 
senter lorsque la surface reflechissante ou refringente est convexe, c'est- 
a-dire situee tout entiere du meme cote d*un quelconque des plans qui 
lui sont tangents. 

L'erreur que nous venons de signaler provient de ce qu'on ne con- 
sidere ordinairement que des surface^ reflechissantes ou refringentes 
planes. Lorsque la surface reflechissante ou refringente est plane, elle 
se trouve tout autour du point d'incidence exterieure a la surface apla- 
netique a laquelle elle est tangentc en ce point, et le temps est, en 
effet, toujours un minimum. 

• 
44. Nous n'avons coiisidere jusqu'ici que le cas d'une reflexion ou 
d'uue refraction lunique.; mais le theoreme XIX a une portoe plus 
etendue et permet de resoudre le probleme general qui consists a 
diternuner la trajectoire que doit suwre un rayon lumineaop pour se pro- 
pager d'un point donne a un autre point donnS^ en subissant, un nombre 
quelconque de reflexions et de refractions sur des surfaces donnees et en 
traversant un nombre quelconque de milieux hompget^^ egalemeni dpn-- 

32. 
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nds^ la nature du rayon dans chacune des parties de sa trajectoire itant 
d'ailleurs assignee. 

Designons par a, 6, c ies coordonn6es du point de depart, par a! ,h\c' 
relies du point d'arrivee. Solent 

I » 

les equations des surfaces reflechissantes ou refringentes que nous sup- 
poserons au nombre de /i, ecrites dans Tordre oil la trajectoire ren- 
contre ces surfaces. Appelons R, la partie de la trajectoire comprise 
entre le point de depart et la premiere de ces surfaces, Ra celle comprise 
entre la premiere et la seconde,..., R„+, celle comprise entre la der- 
niere surface et le point d'arrivee. 

Soient ?,,>3o?,; Sa,y32» C2;--; ?«» >3/„ ?« les coordonnees des points 
oil la trajectoire rencontre la premiere, la seconde,..., la /i'^*"* surface : 
ce sont ces coordonnees qu*il s'agit de determiner. Soient encore 

/(^,r> ^) = o> 

/a(^, 7, z) = o, 

(B) ; 

les equations des surfaces d'onde caracteristiques des milieux oil se 
meuventrespectivement les rayons R,, R2,...,R^, R/t+i» surfaces decrites 
de Torigine cemme centre et correspondanta Tunite de temps, chacune 
de ces equations etant consideree comme ne representant que la nappe 
de la surface d'onde caracteristique qui est de meme nature que la 
portion correspondante de la trajectoire. 

Appelons enfmT, le temps employe par la lumierepourse propagerdu 
point a, 6, c au point ^«, yji, ?r, T, le temps employe pour se propager 
du points,. If?,, ^, au point Is, yja? ?2»-*-; T„^, le temps employe pour 
se propager du point |„, >?„, ^„ au point a', h\ c\ 
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D*apres les equations (B)» on aura 

$, — fl fix — b ?, — c 



T. T. T, 



= o, 



(C) 



• » 

f r l ^-l^ ft^~y?. c--g. \ 

I/'M-il-Tf 9 -7f » -Tj; l=0. 

I \ ^n-f-i *ii+l Am-I / 

Si, entre chacune des equations (C) et Tequation correspondante du 
groupe (A), on elimine les variables ?,, ?a,..., ?„^,,qu*ontire des equa- 
tions resultantes les valeurs de T^ Tj,..., T„^.,, et qu'enfin on ajoule 
ees valeurs deux k deux, on aura n equations de la forme 

/ T, -h T, = -f, (a, 6, c, ^„ yj„ $„ yj, ), 

.|^v ' Tj -+- T3 = ^a($i, yji, ^a, y)j, ^» y)3)» 

D'apres le theoreme XIX, on doit avoir, en considerant || et >7« 
comme seuls variables dans la premiere de ees equations; §3 et r^^ 
comme seuls variables dans la seconde,..., |„ et r^n comme seuls varia- 
bles dans la dernifere, 

rf(T. -+-T,) = o, 
rf(T, -+-T3)=o, 



et, par suite, 



rf(T„-+-T„^.)=o, 
a%y rtyj, 



din din 

Ces equations, au nombre de '2/1, jointes aux n equations (A), deter- 

minentles 3ncoordonnees ^,, Y74, ^1; §a, 1(73, ^2«*--; ^nt >7/i> ?m» et, par 
suite, la trajectoire cherchee. 
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En general, il y a une solution unique ou un nombre fini tie solu- 
tions quand le probl^me est possible, ce qui n'a pas toujours lieu, 
comme il est facile ile s*en assurer. Mais il.peut arriver qu'il y ait un 
nombre infmi de solutions correspondant k une courbe sur chacune des 
surfaces reflechissantes ou refringentes : le point d'arrivee est alors un 
foyer partiel pour un certain groupe de rayons formant une surface 
continue. Enfm, dans des cas tre^-pOTticuliers, il peutse faire que les 
valeurs des inconnues so^ent coHKpletenoent indeterminees , ce qui 
indique que tous les rayous 6manant du point de depart apres re- 
flexion et refraction sur les surfaces donn^es vont concourir au point 
d*arrivee, ou, en d'autres termes, que les surfaces reflechissantes et 
refringentes constituent un systeme aplanetique par rapport aux deux 
points donnes. 

45. ileniarquons encore que, lorsque la lumiere peiit se propager d*un 
point a un autre, en subissant un nombre quelconque de reflexions 
et de refractions sur des surfaces donn^ees, parflusieurs trajectoires en 
nombre finiy les temps employes a parcourir ces trajectoires ne sont pas 
nicessairement igaux. Mais, lorsque la lunrierc peut suivre une inflnite 
de trajectoires pour aller du potrftde depart an point d'arrivee, qui est 
alors un foyer total ou un foyerpartiel, les temps qn^ met la tumifere -a 
parcourir ces trajectoires sonl necessairement ^au\ (34 et 35). fin 
d'autres termes, deux trajectoires partant du meme point pour aboutir 
au meme point ne sont necessairement parcourues en des temps 6gaux 
que s'il existe une suile continue de trajectoires egalement parcourues 
par la lumifere et dont ces deux trajectoires fassent partie. 
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MOUVEMENTS GENEMUX DE UATMOSPHERE, 



Par M. SONREL, 

DOCT^UR is SCIENCES. 



HISTORIQUE. 

La Metereologie est tres-ancienne , mais sa constitution comme 
science distincteest d'origine toute recente. Halley le premier expiiqua 
les calmes equatoriaux. Le soleil echaufTant la terre a Tequaleur plus 
qu'en tout autre point, Tair doit etre appele des deux hemispheres 
vers la zone equatoriale, d'oii il s'eleve par sa legerete dans les hautes 
regions de Tatmosphere. Cette origine des alizes est encore admise par 
la plupart des meteorologistes actuels. Halley et quelque savants du 
XVIII* siecle firent faire de notables progres aux diverses parties de la 
Physique qui touchaient la Meteorologie, 

La notion du transport general de Tair, et avec lui des accidents me- 
teorologiques, avail deja pris assez de consistance pour que Lavoisier 
s'unit a Borda afm d'organiser a la surface de la France un reseau d*ob- 
servateurs charges de suivre la marche progressive des orages et des 
tempeles sur notre pays. 

La tourmente revoluiionnaire detourna les esprits de ces etudes. 
Mais, pendant notre siecle, la navigation et le commerce maritime 
prenant chaque jour plus d'extension, on commenga a se preoccuper 
de la dur^e des traverseeset des moyens de la diminuer. 

Un savant marin des Etats-Unis, devenu depuis directeur de TObser- 
vatoire naval de Washington, Maury, pensa que Tetude des vents sur 

Annates scitntifiques de Vicole Normale superietire. Tome IV. 33 
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les divers points de TOcean permettrail de tracer sur les cartes marines 
les'routes ofTrant le plus de chances favorables a une navigation rapide 
et d'abreger ainsi fa duree des traversees. Maury etait du reste con- 
vaincu qu'une harnionie parfaite regie tous les phenomenes naturels, et 
que des lois simples president aux effets les plus complexes. 

c Le but des recherches meteorologiques [Sailing directions, traduc- 
tion de M. Ch. Ploix), dit-il, n'est pas seulement d'expliquer la produc*- 
tion des phenomenes atmospheriques, maisde les prevoir et, par conse- 
quent, de determiner ies lois generales des mouvementsdeTatmospbere 
et des variations qui surviennent danssesprincipaux caracteres. Comme 
tous les phenomenes naturels, ceux-ci ne se produisent evidemment 
qu'en vertu de lois immuables, et toujours de la meme maniere dans 
les memescirconstances. Ces circonstances sont-elles assez nombreuses, 
assez variables dans leur intensite et leur combinaison pour qu'il soit 
impossible de decouvrir, dans la marclie des evenements qui en depen- 
dent, aucune regularite? Nous ne le pensons pas. > 

Arme de cette conviction, Maury se mit a depouiller tous les jour- 
naux de bord qu'il put recueillir pour la traversee d'Europe en Aus- 
tralie, et il demontra qu'il y avait tout intereta faire le voyage d*aller 
en doublant le cap de Bonne-Esperance, tandis qu'on devait revenir par 
le cap Horn. Ce resultat aussi nouveau qu'inattendu devait frapper les 
marins qui frequentaient ces parages : quelques-uns essayerent de 
suivre la nouvelle route ouverte, et la duree de leur traversee fut dimi- 
nuee presque de moitie. 

Les avantages immenses qui devaient resulter, pour le commerce, 
d'etudes s'annonpant par un premier resultat si important engagferent 
les puissances maritimes de TEurope a se reunir dans une conference 
Internationale provoquee par Maury, et oil Ton devait decider de la 
meilleure direction a donner aux observations a la mer en meme temps 
qu'on les rendrait autant que possible uniformes, de maniere Si les faire 
concourir a un meme but. Cette conference fut tenue a Bruxelles en 
i852. Elle eut pour resultat immediat la creation (') en Angleterre, en 



(*) A la suite de la conference de Bruxelles, un Rapport sur les travaux ex^cut^s ful sou- 
mis au gouvernement anglais, qui vota une somme annuelle de 80000 francs, k laquelle I'A- 
miraut^ ajouta 25 000 francs pour la formation d'un Bureau special annexe au Board of trade; 
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Hollande, en Prusse, en Russia et en Aulriche, des observaloires me- 
teorologiques centraux destines a eentraliser les observations faites, soit 
sur la mer, soit sur les continents. Peu d'annees apres, Maury publiait 
ses instructions nautiques et une theorie de mouvements gen^raux de 
Fair et des mers sur tout le globe. 

La cause de cette circulation est, suivant Maury, Tinegale distribu- 
tion de la chaleur solaire aux differents points du globe. Tout echautTe- 
ment d*un lieu y produit un courant ascendant de Tair qui afQue des 
parties voisines pour remplir le vide ; tout refroidissement produit TefTet 
inverse. Le nombre des courants doit done etre et est illimite, puisque 
toute cause, si minime qu*elle soit» telle que la presence d'un nuage 
sur rhorizon, donne naissance k des courants locaux. Mais un fait 
general domine les autres : Tequateur est la zone la plus fortement 
echauflee par le soleil ; il est aussi le siege d'un courant ascendant 
d*air. Parvenu a une grande hauteur dans Tatmosphere, cet air se de- 
verse vers les poles en deux nappes destinees a remplacer le gaz qui, 
a la surface de la terre, afHue de part et d autre vers Tequateur. A une 
certaine distance le courant superieur, s'abaissant graduellement vers 
la terre, finit par la rencontrer ; la ligne suivant laquelle il y descend 
est dans le voisinage des tropiques ; c*est la ligne des calmes du tro- 
pique, ou brises variables, ainsi expliquees par Maury. Au dela de ces 
regions, le courant superieur abaisse a la surface continue sa route 
vers le pole, d'oii il revient en luttant souvent contre I'air parti de 
Tequateur, ou bien d'autres fois k Tetat de courant superieur (au moins 
sur les oceans). Tel est le systeme general de la circulation atmosphe- 



ce Bureau, toul a fait distinct, re^ut le nom de Finds and Currents bureau. La direction en 
fut conB^ k ramiral Fitz-Roy. A sa mort, en i865, M. Babington lui succ^da. 

En 1 854 fut fond^ en Hollande Tlnstitui m^t^orologique d'Utrecht, sous la direction de 
M. Buys-Ballot. Cet ^tablissement s'est rendu c^I^bre par de nombreux travaux, qui y furent 
ex^cut^s par MM. Jansscn, Vangough et Andrau. 

M. Dove fut charge, en Prusse, de dinger un ^tablissement du roSme genre. 

L'Autriche confia a M. Jelineck la Central- A nstalt fur die Meteorologie, fonde aussi pour 
^tudier surtout le climat do TEurope cenlrale. 

Enfin M. Kupffer, mort il y a peu de temps, fut le premier directeur d'un Observatoire 
physique central fond^ k P^tersbourg et ayant un grand nombre de succursalcs importantes 
dans la Russie d'Europe et la Sib^rie. M. Kaemtz, si connu par ses tnivaux de M^t^rologie, 
et ancien directeur de TObservatoire physique de Dorpat, lui a succ^d^. 
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rique expose par Maury; le foyer de cette immense machine est I'equa- 
teur et Tagent actif est la chaleur solaire. 

II montre les mers soumises a la meme influence de temperature et 
circulant a peu pres parallelement k Tair, autant du moins que le per- 
inot la forme des continents. 

Maury fait voir aussi comment les alizes ne peuvent pas etre diriges 
iUi N. au S., mais s'inclinent vers TO.; pourquoi les eourants de 
retour, au lieu d'aller du S. au N., sMnclinent de plus en plus vers 
TE. a mesure qu'ils s'approchent des poles. Son explication, basee sur 
le mouvemenf de rotation du spheroide terrestre autour de son axe, 
apprend pourquoi, au N. des calmes equatoriaux, on observe les 
alizes deN.-E., etau S., ceux de S.-E.; puis les calmes des tropiques; 
enfin en dehors des tropiques des vents des regions 0. 

Les moussons de la mer des Indes, du voisinage de la cote d'Afrique 
et de celle du Perou sont des consequences de Tinegal echaufiement de 
la mer et de la terre aux differentes epoques de Tannee. 

M. Dove, directeur de TObservatoire physique central de Prusse, 
poursuivant dans leurs consequences les idees de Maury, chercha a en 
deduire une loi de rotation des vents. Pour lui, il n'y a en realite que 
deux vents : les vents du N. et ceux du S.; ce sont les correspondants 
des courants polaires et equatoriaux; les autres vents ne sont que des 
modifications de ces deux directions principales. A mesure qu'une mo- 
lecule d'air se dirigeant du p6le vers I'equateur s'avance vers le S. , 
elle parait de plus en plus venir de TE. ; un vent d'E. pent done etre 
le resultat d'un deplacement de Tair du N. vers le S., dans le cas 
oil I'origine du mouvement est tres-eloignee ; Test-elle moins, le vent 
sera du N.-E. Un courant equatorial s'incline de plus en plus vers TE. 
a mesure qu'il s'approche du pole ; la direction du vent auquel il donne 
naissance varie done du S. au S.-O, et a TO. lorsque I'origine du mou- 
vement est de plus en plus eloignee. La combinaison de ces courants 
donne lieu aux autres vents. Or, de quelque manifere qu'ils se sucee- 
dent, le vent tourne dans le sens direct, c'est-a-dire dans le meme sens 
que les aiguilles d'une montre. Cette loi rcQUt le nom de loi de giration 
(DrehungS'Gesetz). L'auteur montre comment il faut la modifier pour 
un point situe dans Themisphere austral, oil la girouette doit tourner 
dans le sens inverse. 
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La loi de Dove, exigeant radnoission de la lutte constantc entre les 
courants polaires et les courants equaloriaux k notre latitude pour 
expliquer la variabilite des vents, ne pouvait satisfaire completement 
aux faits, et en tout cas elle n'indiquait pas la maniere dont s'operait 
la succession des courants. 

La tlieorie de Maury a donne lieu a de graves objections, particulie- 
rement en ce qui touche Tentre-croisement des alizes et des contre- 
alizes dans les zones equatoriales et tropicales. Ges objections sont tres- 
fondees; maisM. Bourgois, d'une part, ef, de I'autre, M. Marie-Davy, 
ont montre que la theorie de Maury pent etre degagee des erreurs 
qu*elle renferme et rester vraie dans ses bases essentielles. La theorie 
de Maury sur le transport general de Tatmosphere dans la zone tem- 
perce et dans la zone arctique etait deja verifiee par la progression 
connue de certains phenomenes, tels que les cyclones et les coups de 
vent. 

M. Quetelet, direcleur de I'Observatoire de Bruxelles, entreprit, par 
une noethode nouvelle, I'etude de ce mouvement pour TEurope et le 
continent asiatique. II remarqua que la pression barometrique nc pas- 
sait pas par son maximum en meme temps en tous les points d'une 
vaste region, mais que tousceux oil le maximum se produisaitau meme 
instant se trouvaient sur des lignes continues se depla^ant reguliere- 
ment dans une direction determinee. La meme chose ayant lieu pour 
le minimum barometrique, on pent tracer a la surface de la terre les 
lignes de maxima barometriques simultanees et de meme les lignes de 
minima. L'espace compris entre deux lignes de maxima successives est 
ce que Tauteur appelle une onde atmospherique. Dans un memoire 
public en 1867, il donne les resultats de son etude et Tappuie sur plu- 
sieurs cartes. 

€ 1° L'atmosphere est generalement traversee par plusieurs systemes 
d'ondes differents. Ces ondes interferent et produisent pour chaque 
lieu de la terre un etat special de pression. 

» 2? Au milieu de tous les mouvements particuliers, il se prononce 
un systeme d'ondes qui semble rester a peu pres constant pour chaque 
climat. 

> 3^ Les ondes atmospheriques, tant en Europe qu'en Asie, se pro- 
pagent du N. au S., sans avoir toutefois la m^me vitesse; elles mar- 
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chent plus rapidement dans le systeme asiatique et dans le systfeme de 
I'Europe cenlrale qu'en Russie ou dans les montagnes de l*Ourai. 

9 4"^ Lcs ondes atmospheriques semblent se propager avec moins 
d'obstacles a la surface des mers qu*a Tinterieur des terres. En general 
les asperiles du globe, et particulierement les chaines de montagnes, 
diminuent leur vitesse et modifient aussi Icur intensite. 

t 5^ L*inegalite de vitesse sur le continent, d'une part, el dans le 
voisinage de lamer, d*autrepart, explique les inflexions qu'eprouve 
dans toute son etendue la ligne qui figure la marche generale de Tonde 
dans notre hemisphere. Cette ligne se replie de maniere a etre poussee 
en avant dans le sens de la plus grande vitesse ; ainsi, Tonde penetre 
presque en meme temps sur le continent europeen par les difTerentes 
cotes de la mer duNord, de I'Ocean et de la Mediterran6e; d'une autre 
part elle vient aboutir presque en meme temps le long de la chaine de 
rOural et des Alpes Tyroliennes. 

» 6^ La vitesse avec laquelle les ondes barometriques se propagent 
est tres-variable ; elle pent etre estim^e moyenuement de 6 a lo lieues 
de France par heure ; elle est un peu plus grande dans I'Europe centrale 
et moindre en Russie. Au reste, cette vitesse varie d'un onde a Tautre; 
elle varie meme pour les diff^rentes parties d*une meme onde. Comme 
nous Tavons dejk fait remarquer, elle est plus grande vers les cotes et 
dans tous les endroits oil la propagation du mouvement parait plus 
libre. Au contraire, dans le voisinage des montagnes et des plateaux, 
cette vitesse diminue notablement; dans TOuraU elle se reduit parfois 
^ moins de 2 lieues par heure. 

» 7° Les directions des vents n'ont pas de rapports apparents avec 
les directions des ondes barometriques. Ce fait important semble favo- 
rable a rhypothese de courants compensateurs marchant dans le bas de 
Tatmosph^re et dans des directions opposees ^ celles des courants qui 
vont des p6les vers Tequateur. Remarquons, du reste, que Tair pent 
aussi se condenser par des pressions laterales sans qu'il y ait des 
affluents d'air nouveau, et par suite des vents sensibles dans la direc- 
tion de ces pressions. Au contraire, les vents dominants peuvent fort 
bien subsister sans alteration pendant que les masses d'air qu'ils depla- 
cent changent sensiblement de densite ! 

» II doit en etre de certaines ondes barometriques comme des ondes 



DE L ATMOSPHERE. 26 1 

soDores, qui se transmettent dans toutes les directions malgre Tob- 
stacle des vents» lesquels peuvent, a la verite, en modifier Tintensite et 
la Vitesse. > 

L'^tude faite a TObservatoire, en i854, sur la grande lempete, dite de 
Balaklava, a ete entreprise en partant des memes idees. 

M. Quetelet avait ainsi trouve les courants de retour de Tair des 
poles vers Fequateur; les irregularites qu'il remarque tiennent a ce 
qu'il neglige completement une condition tres-importante, la densite 
plus ou moins grande de Tair en tous les points d'une meme ligne 
maxima ou minima, et a ce qu'il ne voit pas les relations possibles 
entre la direction du vent et celle du couranf general. Nous verrons 
plus loin comment on pent aujourd'hui interpreter ses resultats avec 
la plus grande simplicite. 

La Meteorologie 6tant ainsi lancee dans sa veritable voie par les tra- 
vaux des modernes, on chercha a Tappliquer a la prevision des tem- 
petes. De semblables essais avaient ete faits depuis longtemps; on avait 
meme fonde sur le retour plus ou moins regulier des phenomenes 
observes en un lieu des prMictions du temps faites de longues annees 
d'avance. Aucun principc certain n'ayant preside a ces travaux, destines 
le plus souvent a speculer sur la curiosite publique, aucun resultat 
serieux n'en etait sorti. 

A la fin du siecle dernier, le transport des m6teores, tels que les 
oragesy les ouragans, etc., d'un lieu dans un autre, avait ete reconnu 
ou du moins devine suffisamment pour qu'on crut pouvoir se servir du 
telegraphe a signaux, nouvellement imagine, pour annoncer Tarrivee 
des mauvais temps. Lavoisier avait deja etabli sur la France un grand 
nombre d'observatoires meteorologiques munis des instruments neces- 
saires k Tobservation des accidents atmospheriques. Malbeureusement 
la mort arreta ses travaux. 

Cette idee, reprise par Piddington et par les Americains, fut remise a 
I'ordre du jour en France par M. le directeur de TObservatoire ; mais 
c'est en Angleterre qu'elle entra pour la premiere fois dans la pratique. 
En 1861 I'amiral Fitz-Roy entreprit de signaler les coups de vent un 
jour ou deux a Tavance. Son idee mere etait que le courant equatorial, 
dans lequel nous sommes pendant la plus grande partie de Tannee, 
eprouve des resistances variables de la part des courants polaires luttant 
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contre lui. La renconlre dcs deux courants de sens inverse engendre des 
tourbillons ou remous plus ou moins rapides suivant la vitesse et Tin- 
tensile des courants. 

L*air arrivant de roccan Atlantique sur les Iles-Britanniques ou une 
terre quelconque entrecoupee de chaines de montagnes, des remous 
prennent naissance sous Tinfluence de ces obstacles, ct il en resulte des 
tourbillons locaux, dont M. Fitz-Roy figure Tetendue etTorigine sur 
Tune des cartes de son Weather-Book . 

Plusieurs causes amenent des coups de vent ; ce sont des refroidisse- 
nients ou des cchaufTements subits en certains points. 

Enfin il etait connu depuis plusieurs annees deja que les teno petes des 
tropiques, tornados, trombes, cyclones, harmattan, etc., ont un carac- 
tere conimun de tourbillons parcourant souvent de grands espaces 
avant de perdre leur violence. Reid, Redfield et Piddington avaient deja 
suivi plusieurs de ces meteores a la surface de I'ocean Atlantique et de 
Tocean Pacifique ; ils avaient trace sur des cartes les trajectoires des 
centres des tourbillons et la zone de plus en plus large sur laquelle ils 
exerQaient leur action. On savait que, sur TAtlantique, on les voit 
d'abord pres de la zone des calmes, dont ils s*eloignent lentement en se 
dirigeant vers TO. pour suivre une trajectoire parabolique ayant son 
sominet pres du golfe du Mexique. Quand ils parviennent dans la re- 
gion des courants de retour, ils sont entraines vers le N.-E. , leur 
trajectoire s*incline de plus en plus vers I'E., et on les suit plus ou 
moins loin suivant Tintensite du mouvement initial et les circonstances 
atmospheriques plus ou moins favorables a Tentretien du mouvement 
rotatoire. Plusieurs de ces meteores ont pu etre suivis a travers TEu- 
rope jusqu'a la Russie et la mer Caspienne. 

La theorie des tourbillons a occupe un grand nombrc de m^teorolo- 
gistes; presque lous ont apporte leur pierre a cet important travail. 
Redfield avait deja explique pourquoi le barometre atteint sa hauteur 
minima en un point central ; il attribuait cette depression k la force 
centrifuge, qui, dans les mouvements rolatoires, se developpe d'autant 
plus que le mouvement est plus rapide. Le lieutenant-colonel W. Reid, 
dans un ouvrage intitule : The progress of the law of the storms^ etc. 
(i vol. in-8 public h Londres en 1849), appuie par denombreux exem- 
ples la theorie de Redfield. 
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M. Keller, dans un ouvrage sur la theorie des tempetes tournantes, 
explique leur formation de la maniere suivante : 

< Les oiiragans prennent naissance a la rencontre des moussons oppo- 
sees dirigees vers le maximum thermal. Les vents variables qu'on 
observe au maximum thermal resultentdumouvementgiratoire inverse 
imprime par les couranls N. et S. aspires par le mouvement ascendant 
de Pair. Le lieu d*ascension de I'air se deplace avec la declinaison du 
soleil. Quand le deplacements'opere sans entraves, le mouvement gira- 
toire imprime a Fair de la region des calmes est represente par des 
vents variables de faible intensite; mais si, par suite de Tinegale dis- 
tribution des terres et des mers, ou par d*autres causes, le point d'appel 
des moussons opposees persiste dans une certaine position au dela du 
temps assigne par le deplacement du soleil, plus cette persistance sera 
longue, plus le changement de position sera brusque et considerable 
quand les forces regulieres Femporteront sur les forces perturbatrices; 
et, la detente des forces regulieres n'ayant pu s'operer progressivement 
par le mouvement giratoire de faible intensite des vents variables, 
cette detente s'operera brusquement, la masse d'air retardee se preci- 
pitera avec impetuosite vers son nouveau point d'appel, et le couple 
resultant de la deviation des moussons opposees fera tourbillonner avec 
furie la masse d'air intermediaire. 

» Au N. de Tequateur, cbaque tranche almospherique sera done 
mise en mouvement par un couple de deux forces, dont Tune, au S., 
est dirigee vers le N.-E.; Tautre, au N., est dirigee vers le S.-O. II en 
resulte un mouvement de rotation dans le sens inverse du mouvement 
des aiguilles d*une montre ; ce sera Tinverse dans Themisphere S. > 

Le meme autcur attribue le mouvement de translation a ce que le 
tourbillon est entraine par les courants generaux. La resultante de la 
poi>ssee exercee sur lui par les alizes de S.-E. et par ceux de N.-E. I'en- 
trainerait versTO. jusqu'a la limite septentrionale des alizes de N.-E.; 
au dela de cette region les courants de S.-O. le poussent vers nos 
parages. 

Le circuit complet du vent autour d'un centre qui se deplace est 
facile a constater dans les regions equatoriales quand les observations 
sont assez nombreuses. Le mouvement de translation du meteore est 
faible comparativement k son mouvement de rotation. Dans nos climats 

^nnaUs scienti/iqucs de Ftcole Normale supirieiire, Tomo IV. 34 
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il n'en est pas toujours ainsi. M. Andrau, dc la marine hollandaise, a 
reconnu, en cfTet, en suivant les tourbillons de TAtlantique N. de- 
puis ieur formation, que, lorsqu'ils depassent les regions tropicales, 
leur caractere rotatoirc devient de plus en plus difiicile a reconnaitre. 
On voitplus longtemps se conserver la partie qui regarde Tequateur, 
et elle se restreint successivement aux portions les plus m^ridionales, 
]usqu*a la disparition complete de Touragan. II a donne dans un me- 
moire {De Wet der Stormen, etc.)^ publie en 1862, une explication in- 
genicuse de ce fait curieux. Le tourbillon peut etre consid^re comme 
un disque anime d*un mouvement de rotation autour d*un axe a peu 
pres vertical a son origine. La rapidite du mouvement de rotation main* 
tient Taxe parallele a lui-meme, en sorte qu'il s'incline par rapport a la 
surface de la terre a mesure qu*il s'eloigne de la zone torride. Si done 
le cyclone s'est forme a Tequateur, son axe sera, dans tout son par- 
cours, a peu pres perpendiculaire a I'axe de la terre. II en resulte que 
la partie septentrionale du disque s'eleve au-dessus de la surface de la 
terre, oil, par suite, son action est insensible; la partie meridionale 
seule rencontre la terre et y donne de grands vents. M- Andrau conclut 
de la que les violentes tempetes de nos climats proviennent de cyclones 
dont une partie n'exerce son action que dans les hautes regions de 
ratmosphere. II explique a Taide de la m^me theorie la rarete des vents 
forts d'E. et la rotation du vent de S.-O. ^ N.-O. pendant la phipart de 
nos tempetes. 

L'extension considerable que continuait ^ prendre Tetudedes oceans, 
grace surtout aux travaux des Americains et des HoUandais, et Tetude 
des continents par le savant prussien Dove, montrerent qu'en dehors 
des zones tropicales et equatoriales on trouvait des parages frequentes 
de preference par les tempetes, et que geiieralement elles y etaient 
accompagnees de variations considerables du baromfetre. Le cap Horn, 
le cap de Bonne-Esperance ou cap des Tempetes, les parages occidcn- 
taux de Tocean AtlantiqueN. sontsous ce point devueeonnus depuis 
longtemps des marins. M. Andrau a discute tons les documents qu*il a 
pu recueillir relativement aux tempetes du cap de Bonne-Esp6rance, et 
il a dresse des cartes permettant de suivre ces meteores. II a etudii 
leurs caracteres et leur mouvement de translation de TO. vers TE. 
II les ramene a deux types principaux. Tantot ils se presenteraient en 
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forme ovale allongee avec une pointe vers TE., lantot ils seraienl a 
peu pres circulaires, mais presentant toujours une pointe vers I'E., 
c'est-a-dire du c6te vers lequel s'opere la translation. La zone tempe- 
tueuse est parfaitement limitee ; c'est a son centre que le vent est le 
plus violent, et il diminue de force a mesure qu'on s'eloigne de ce 
point. 

Dans plusieurs tempetes, la diminution etait assez rapide pour que, 
lejur centre passant pres de la cote, cctte derniere ne ressentit que des 
brises peu intenses. Ce ne sent pas, dit Fauteur, des ouragans rotatoires 
comme ceux de Tocean Indien ou des Antilles ; le vent s*^loignant, dans 
la partie posterieure du meteore, d'une ligne mediane, converge de 
nouveau vers cette ligne a la partie anterieure. La ligne mediane, qui 
est aussi la trajectoire du centre de la tempete, est appelee par les 
Hollandais Taxe de la tempete. 

La trajectoire du centre occupe des positions differentes; son eloi- 
gnement de la cote d'Afrique est probablement en relation avec les sai- 
sons, mais elle est toujours contenue entre certaines limites; les carac- 
teres de la tempete restent les memes et sa vitesse de translation reste 
a peu pres constante. 

M. Andrau voit la cause de ces phenomenes dans le conflit de deux 
courants d'air superposes ; celui de N.-O., qui vient de Tequateur dans 
les regions superieures de Tatmosphbre, rencontre en s'abaissant sur la 
terre Taliz^ de S.-E. II resulterait de leur lutte un tourbillon h axe 
presque horizontal, ce qui 6tablirait une difference entre les tempetes 
du cap et les cyclones. 

Un marin frangais, M. Bridet, qui a soigneusement etudie la meteo- 
rologie de ces regions (*), voit dans les ouragans du cap la continua- 
tion des tempetes de Tocean Indien entrainees par les courants atmo- 
spheriques generaux jusqu'a cette latitude. 

L*examen rapide des travaux executes sur les tempetes montre done 
qu*on en reconnaissait de deux sortes : i^ celles qu'on designe plus 
vulgairement sous le nom de coups de vent ou de tempites : leur carac- 
tere est d*etre accompagnees d'un mouvement de Tair dans une direc- 
tion a peu prfes constante; a? celles qu'on designe sous le nom de 



(*) Tempetes de r ocean IniUen, 

34. 
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fourbUlons , et dans lesquelles Tair tourne autour d'un axe vertical 
ou d'un axe incline meine jusqu*a etre presque parall^le li la surface 
terrestre. 

Les tenipStes tournantes s*observent surtout dans Toc^an Atlan- 
tique N.> I'ocean Indien et les mers de la Chine; quelques-uns de ces 
meteores sont entraines jusque dans les regions temperees; leur vitesse 
de translation augmente'alors en meme temps que leur yitesse de rota- 
tion diminue. 

Mais, en general* les coups de vent des zones exterieures aux tropi- 
ques sont dus a d'autres causes qu'a une rotation. Les tempetes, beau- 
coup plus frequentes que dans les zones tropicales, paraissent prendre 
naissance dans les regions oil les courants oceaniques de temperatures 
t res-differ en tes se rencontrent, comme cela arrive au cap Horn, au cap 
de Bonne-Esperance et le long du Gulf-Stream, courant chaud de TAt- 
lantique N. 

Rien de general n'existe done relativement a la theorie des tempetes. 
Dans un livre publie en i863 par M. Charles Ploix, ingenieur-hydro- 
graphe de la marine {*), et oil Tauteur donne le resume des travaux 
les plus recents relativement k cette question, nous Irouvons : < Dans 
les zones temperees, designees quelquefois sous le nom de zones des 
vents variables^ les tempetes sont gen^ralement de simples coups de 
vent, c'est-a-dire que la brise souffle a peu pr^s de la mSme direction. 

> Dans les zones tropicales, les coups de vent soufflent presque tou- 
jours de la partic de TO.; cependant, dans TAtlantique N., oil la 
circulation atmospherique est moins reguliere a cause des grandes 
surfaces continentales, on observe un certain nombre de coups de 
vent d'E. 

» Ces coups de vent des regions temp^r^es sont le r^sultat de la lutte 

.des courants polaires et des courants equatoriaux. Un baromfetre tres- 

haut ou tres-bas, relativement k sa moyenne hauteur dans le lieu oil 

Ton se trouve, est g^neralement Tindice pr^curseur d'une perturbation 



( * ) f^ents et courants. Routes ge/ierales. Extrait des Sailing directions de Maury et dea 
travaux les plus recents, par M. Charles Ploix, ing^nieur-bydrographe de la marine, public 
sous le miniildre de S. Bxc. lo corote de ChaBseloup-Laubatf S4natear, llinislre secretaire 
d'fitat de la Marine et des Colonies. ( f^oir p. 88 et 89.) 
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atmospherique. La baisse du barometre indique que Tair a ^te en- 
traine vers les regions 8up6rieures ou de tout auire c6te, de maniere 
qu'ii s'est produit un vide relatif. Lorsque les masses d'air des zones 
Yoisines aflluefent pour remplir ce vide, elles afflueront avee d*autant 
plus de force que la difference de pression sera plus grande. La hausse 
du barometre pent indiquer que des courants d'air opposes viennent se 
heurler Tun contre Tautre, accumulant au meme point des masses d'air 
considerables ; il arrivera un moment oil Tun des deux courants se de- 
tournera pour laisser a Fautre le champ libre; celui-ci sevira avec 
d*autant plus de violence qu'il aura ete retard^ plus longtemps. 

> Dans les regions dont nous parlons» on pent dire que tous les coup.<? 
de venl, d'une maniere generale, sont precedes ou accompagnes d'in- 
dications barometriques extraordinaires. Et cela est vrai de Themi- 
sphere S comme de Themisphere N. Cependant un certain nombre 
de marins affirment que dans quelques parages, au cap Horn, par 
exemple, le baromfetre ne pent servir a prevoir le temps, et qu'il ne 
faut compter en aucune fac;on surses indications. D'autres, aucontraire, 
croient avoir remarque que la, comme dans les autres zones, les mou- 
vements barometriques annoncent les memes phenomenes. • 

Cest alors que fut cree \e service meteorologique international dont 
le centre est a I'Observatoire de Paris. La construction des cartes synop- 
tiques de Telat atmospherique de TEurope, pour tous les jours de 
Tannee, a 8 heures du matin, permit a M. Mari^-Davy, charge par 
M. le Directeur de TObservatoire imperial d'organiser la partie scienti- 
fique de ce service, de decouvrir une loi generale de toutes les bour- 
rasques. II vit que, dans les zones temp^ees comme pres de Tequateur, 
elles ont toujours le meme caract^re de tempetes rotatoires ; que tou- 
jours une depression barom^trique ayant un minimum central coexiste 
avec le meteore ; que la translation des centres se fait sur notre conti- 
nent avec une vitesse uniforme et suivant des routes k pen pres con- 
stantes, variables seulementavec les saisons. Le meme savant a reconnu 
que presque toujours les tempetes ou bourrasques arrivent toutes for- 
mees sur nos cotes, et qu' elles les abordent, suivant les cas, h des lati- 
tudes differentes. 

Des relations simples entre le passage des bourrasques dans notre voi* 
sinage, la hauteur du barometre, la direction et la f^rce du vent/r^tat 
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du ciel et celui de la mer sur les cotes, ressortirent de ces etudes. II 
devenait alors tres-interessant d*etendre a la surface de tout TAtlan- 
tique N, Je reseau meteorologique etabli sur TEurope. Un service 
special fut cree a I'Observatoire de Paris pour etudier les bourrasques 
R la surface de TOcean. Le concours empresse de la marine frauQaise 
et de plusieurs marioes etrangeres permettra de mener a bonne (in 
cette vaste entreprise. Les cartes synoptiques journalieres pour une 
partie de Tannee 1864 ont deja pu etre prolongees k TO. jusqu'au 
Mexiquc, au N. jusqu'au cap Nord-Kyn, et au S. jusqu'k Tequateur. 

Leur etude verifia les vues de M. Marie-Davy; les bourrasques euro* 
peennes se rattachent toutes a des mouvements tournants, et Ton peut 
les suivre toutes comme a la piste en examinant la serie des cartes 
dressees sous sa direction a TObservatoire imperial. Suivant les epo- 
ques de Tannee , elles se forment sur le bord septentrional du Gulf- 
Stream en des points variables de TOcean, et elles sont entrainees 
vers le N., puis vers TE. Toutes cependant ne prennent pas naissance 
dans ces parages. A certaines epoques, et particulierement dans la 
saison chaude, on en voit nailre un peu au N. de la ligne des calmes 
du tropique N. et dans les parages des Agores pres de la region oil 
Talize du N.-E. remonte le plus haut vers le N. et atteint sa plus 
grande intensite. 

11 ue se passe pas de jour sans qu*un mouvement tournant et souvent 
mcme plusieurs voyagent sur I'immense region soumise a ce nouveau 
genre d'etudes; generalement ils traversent TEurope simultanement 
a diverses latitudes; les premiers » par exemple, visitant les cotes 
septentrionales de la Norwege et la Laponie, se dirigent vers I'Oural, 
pendant que les seconds passeront sur la France, I'Autriche et la vallee 
du Danube, ou, cotoyant le Portugal et le S. de TEspagne, exercent 
leur action sur les coles d'Afrique. 

Entre ces trajectoires des mouvements tournants, remarquables par 
le mauvais temps, la force et la variation du vent, les fortes oscilla- 
tions du barometre, on voit des zones oil Tair reste calme, ou agile 
seulement par de faibles brises, et oil le beau temps regne presque sans 
interruption. 

Les trajectoires des bourrasques s'abaissent-elles un peu vers le S. 
ou remontent-elles vers le N., les regions expos^es pr^c^demment aux 
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mauvais temps rentrent dans le calme, et les autres prenneDt leiir 
place. Ce fait simple, mais d'une importance capitate a cause de ses 
consequences, a permis d'assigner une cause generale aux variations 
brusques de nos climats, bien que les coura^nts generaux y aient tou- 
jours la direction indiquee par Maury ; elles peuvent etre en effet le 
resultat de variations faibles en latitude des trajectoires des mouve- 
ments tournants. 

Ces derniers, flotteurs entraines par les mouvements generaux, nous 
eclaircnt sur leur vraie direction. lis ont montre a M. Marie-Davy 
qu'une circulation double existe a la surface de la terre; une premiere, 
verticale dans la zone chaude, consiste dans Tappel vers I'^quateur de 
Fair des regions voisines, et dans son deversement vers les poles par 
les regions superieures de Tatmosphere ; au dela d'une certaine lati- 
tude, ces courants superieurs rencontrent la surface de la terre ; ils 
circulent horizontalement a Tetat de courants equatoriaux dans cer- 
taines regions, et, inclinantde plus en plus vers TE., forment en d'au- 
tres pays des courants de retour ou polaires. Les deplacements de 
Tequateur thermique et les differences d'echauffement des continents 
et des mers aux diverses epoques de Tannee expliquent les variations 
obscrvees dans cette double circulation. Enfm, M. Marie-Davy assigne 
aux bourrasques une cause unique, une candensation brusque produite 
dans un courant humide et chaud par sa rencontre avec un courant 
plus froid ou son passage sur des regions refroidies. Le mouvement de 
rotation de la terre donne naissance, comme on le conQoit ais^ment, a 
une difference de grandeur dans les vitesses de deux masses d'air ve- 
nant du N. et du S. pour remplir le vide, et un mouvement tournant 
analogue aux tourbillons de nos rivieres est la consequence de ces deux 
faits. II est ensuite entraine par le courant general, et la combinaison 
des deux vitesses de translation et de rotation explique la presence des 
vents forts d'un seul cc^e du tourbillon, pendant qu*un calme relalif 
regne vers le centre et que de Tautre cote le vent est faible, nul, ou 
m^me de sens inverse k la rotation, si ce dernier mouvement estassez 
faible par rapport a la translation. 

Or, k mesure que le tourbillon s'avance, il tend a entrainer Tair en- 
vironnant, et, par suite, son cercle d*action augmente a mesure qn'il 
s'eloigne de son origine ; la consequence en est que la vitesse angulaire 
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de rotation diminue etque 1^ tourbillon ne montre plus qu'une de ses 
moities. . • 

Mais qu'on tienne compte de la vitesse de translatioiit et qu'on con- 
istruisc en chaque point le parallelogramme des yitesses sur la vitesse 
de rotation en ce point et la vitesse de translation prise en sens inverse, 
on retrouve le tourbillon complete commeils'en presente quelquefois et 
comnie cela arrive presque toujours pres de Tequateur, oil la vitesse de 
rotation est grande et eelle de translation faible. 

Je ne m*etendrai pas plus longuement sur les theories de M. Marie- 
Davy. II les a exposces dans un livre qui vient de paraitre (*). Je me con- 
tenterai d'enoneersa derniercloi, relative k la relation entre les orages 
et I'etat general de Tatmosphere. II a fait voir que les orages sont dans 
une dependance immediate des mouvements tournants ; qu'ils se pro- 
duisent toujours dans le bord dangereux de ces met^ores lorsqu'ils se 
presentent dans des circonstances convenables, dont la principale est 
relative a Tetat hygrometrique de Tair. Les vues de M. Marie-Davy, 
appuyees sur de nombreux exemples, avaient une telle importance re- 
lativement a Tagriculture, qu'un reseau d'observateurs fut improvise 
sous rimpulsion de S. Exc. le Ministre de Tlnstruction publique, 
M. Duruy, pour observer a la surface de toute la France les orages sui- 
vant un mode special indique dans des instructions faites par M. Marie- 
Davy, et qu'un service special fut fonde, en i865, a TObservatoire 
imperial , pour centraliser ces documents et construire les cartes synop- 
tiques des orages de la France. La relation indiquee precedemment 
ressortit depuis lors avec evidence de cet atlas des orages, aujourd'hui 
publie. M. Fron, charge de sa construction, a reconnu en mdme temps 
plusieurs faits nouveaux et importants qu'il a developpes dans un tra* 
vail recent. 



(* ) Les Moupements de V atmosphere et des mers, consMr^s au point de vue de la pre- 
vision du temps, par H. MARijfc-DAVT, docteur en mMecine, docteur 68 sciences, agr^ de 
rUniversit^, astronomer chef de la division de m6Uorologie k TObservatoire impMal de 
Paris. Grand in -8; i866. 
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CHAPITRE L 



LA REGION M£DITERRAN*ENNE. - TRAVAUX FAITS SUR CETTE REGION. 

SA DESCRIPTION GfiNfeRALE. 



La region mediterran^enoe etudiee dans ce travail a ete depuis les 
Grecs le centre de la civilisation du monde. Elle est cependant loin 
d'etre aussi bien connue que la plupart des autres mers. Un grand 
noinbre de memoires ou meme de grands ouvrages ont 6te Merits sur ce 
sujet. Dans tous, les auteurs s'occupent de points particuliers de cette 
region pour un objet presque toujours special ; ils ne se sont surtout 
pas attaches a trouver les lois generales des fails qu*ils observaient et a 
en d^finir les causes. 

Les ecrits d'Aristote nous ont transmis les connaissances des Grecs 
sur les climats et surtout sur le leur. Ils avaient reconnu dans les vents 
qui regnent sur TArchipel une certaine regularite. Ainsi, apres le sol- 
stice d'ele, le vent souffle pendant quelque temps de N., souvent avec 
beaucoup de force et de persistance. Puis le S. donoine pendant long- 
temps, et ne cede que par intervalles la place au N. en hiver. Les vents 
de N. de Tet^ s'appelaient les ^tdsiens, les autres de S., les omithies. 

Les rares documents qu'on trouve epars dans les oeuvres des ecri- 
vains posterieurs n'ont generalement pas un caractfere scientifique, et 
sont melanges de beaucoup d'erreurs. 11 faut venir jusqu'a ce siecle, 
epoque du reveil de la Meleorologie, pour trouver des observations sui- 
vies et des memoires serieux sur cette partie du monde. 

Les cotes de la Provence et du Languedoc sont, avec Tllalie, les re- 
gions les mieux connues depuis les travaux de Toaldo, de Gasparin et 
de tant d'autres observateurs qui ont suivi leur exemple. Reunis et dis- 
cutes avec une grande habilete, les documents qui en resultent ont 
donne naissance au Tableau du ctimat de ritalie du Danois Schouw (*). 

MM. Berard, de Tessan, Lieusson, le premier officier de la marine 

franc;aise, les deux autres ingenieurs hydrograplies de la marine, ont 

j i ^— ^i^ III I i^.— — 

(*) Public a Copenhague, chez Gyldendal, en 1889. 
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mis a profit des missions dont les avait charges le gouverDement pour 
ajouter a des reconnaissances des cotes de T Algerie Tetude du climat de 
notre colonie. 

II sufBra de rappeler les grands travaux de M. Aim6, membre de la 
Commission scientifique de TAlgerie, les memoires pleins d'int^rSt de 
MM. Renou, Paul Mares, FourneU Fournet, etc., qui tous ont etudie 
cette contree et Tout parcouruc dans plusieurs directions. 

L'amiral Smyth, de la marine anglaise, a etudie completement la 
geographic physique de la Mediterranee et les ressources qu'un voya** 
geur doit attendre dans chacune de ses parties ; plusieurs chapilres 
sont consacres a la Meteorologie. 

Boettger a public un travail du nieme genre enrichi de tous les do- 
cuments qu il a rencontres dans les oeuvres de ses predecesseurs. 

M. le docteur Schnepp a fait paraitre dernibrement un ouvrage fori 
curieux : Climatsde VAfrique septentrionale , de CltaUe etdu mididela 
France (i). 

Enfin nous ne pouvons passer sous silence les noms de MM. de Pietra- 
Santa, Lubanski, Raulin, Viquesnel, le general Daumas^ Francesco de 
Bosis, Giacintho Namias, Antonia Berti, Secchi, de la Marmora, Vaik 
lant, Julius Barascb, Aucour, Robin, etc., a qui nous devons des series 
<robservations ou des ecrits sur des points speciaux du mem€ sujet. 

Nous avoDS desire seulement dans ce memoire relier le systbme des 
vents sur la Mediterranee a la circulation gen^rale, et montrer com- 
ment les mouvements de Tatmosphere, en apparence si complexes a la 
surface de cette mer interieure, sont soumis k des regies fixes et peu- 
vent se deduire des conditions climateriques des contr^es voisines. 

La Mediterranee ne se termine point pour le meteorologiste aux 
rivages de la mer; nous designons sous ce nom le bassin dont les bords 
sont les Alpes et les Karpathes au N.; les Pyrenees, les sierras espa- 
gnoles et les montagnes du Maroc a TO.; 1* Atlas et les monts de la 
Tunisie au S.; le Liban et les plateaux de TAnatolie a TE. La mer 
Noire, bien que s^paree par les Balkans et TAsie Mineure de la Medi- 
terranee proprement dite, se rattache par les ph^nomenes qju'elle pre- 
- - — -■ — - - — -— — -- — — ~- — 1- — - — — - 

(i) Paris, chez Lain6, rue des Sainls-P^res, 19, et chez Lerlerc, rue de r£cole-de-MMe- 
cine, i4* 
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senle au bassin que nous venons de circonscrire; sa partie septentrio- 
nale, resserree entre le Caucase ei les Karpathes, limitera pour nous au 
N.-E. le bassin mediterraneen. 

Les bords du bassin, echancres profondement en plusieurs points, \ 
laissent un plus libre passage a Tair ; e'est ce qu'on observe entre les 
Pyrenees et les Alpes, entre les Karpatbes et le Caucase, les plateaux 
ospagnols et les montagnes du Maroc, les montagnes tunisiennes et le 
Liban. Cette particularite nous servira a expliquer plusieurs faits re- 
marques depuis longtemps. 

L'Europe, qui borne la Mediterran^e au N., la zone des deserts de 
TAsie et de 1 Afrique qui la termine a TE. et au S., 1^ voisinage de 
Tocean Atlantique a TO. , ach^vent de donner au climat dont nous 
voulons analyser les causes son cacbet special. 

On sait que les eaux de Tocean Atlantique sont animees vers le N. 
et TE , a partir du golfe du Mexique, d'un mouvement qui se continue 
a une faible distance des cotes des Etats-Unis pour aborder TEurope, 
oil le courant celebre sous le nom de Gulf-Stream repand ses eaux dans 
diverses directions. L'une de ses branches descend vers le S. en ion- 
geant les cdtes du Portugal ; une seconde, sous le nom de courant de 
Rennel, fait le tour du golfe de Gascogne, pour se mdler a une troisi^me 
qui penetre entre Tlrlande et TAngleterre ; une derniere passant entre 
rislande, les Iles-Britanniques et la Norw^ge» parvient dans les regions 
glaciales. Les c6tes occidentales de TEurope sont done toutes soumises 
a Faction de cet immense courant. Sa chaleur, qu'il n'a pas encore 
perdue, tempere les hivers de TEurope accidentale. 

Un courant atmospherique Taccompagne et penetre sur le continent, 
oil il entraine de grandes quantites de vapeur d'eau. Leur {presence 
modere en ete Teffet du soleil et dimiaue en hiver le rayonnement 
considerable qui rend cetta saison si rigoureuse en Sib^rie et sur les 
bauts plateaux de TAsie. 

ie courant aerien rencontre des mo&tagnea g^neralement elevees 
qui, sans lui int^rdire compUtement Tentree. du bassin mediterraneen, 
la rendent beaucoup moins focile. et ne la pennettent parfois que par 
les breches dont nou& avons parle. 

Le courant occidental regne presque. sans paxtage sui le N.-O* 

de TEurope; mais souvent, en ete surtout, il ckde la place k des vents 

35. 
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de N,, eotre les Azores et TEspagne. Ces vents, dont la directioQ in- 
cline plus ou moins k TE., ne sdnt que les alizes prolong^s vers le N. 
lis envahissent par intervalles le continent, et on les a vussouffler pen- 
dant d'assez longues periodes de la Baltique k TOcean. 

Les deserts de TE. et du S. exercent une influence remarquable 
sur le deplacement de ces fleuves aeriens, surtout dans le voisinage de 
la Mediterranee. Leur echauffement extreme en ete produit un appel 
d'air considerable des regions voisines, et les courants d'O., apres avoir 
pen^tre sur TEurope, s'inflecbissent vers le S.-E. oil les attirent les 
deserts de Gobi, de la Perse et de TArabie. Le Sahara attire de ineme 
vers lui, k travers le grand canal laisse entre TAtlas et le Liban, Tair 
des contrees plus septentrionales, tandis que TAtlas neutralise beau- 
coup ce grand mouvement. 

L'alize, d^vie a sa partie septentrionale vers TAfrique, y prend une 
direction =N., puis N.-N.-O., et devient cette mousson de N.-O. si re- 
doutee a cause des orages et des coups de vent qui Taccompagnent. 

Entre ces influences si diverses; la Mediterranee ne pr^nte au pre- 
mier abord rien de bien saillant. La circulation semble des plus acci- 
dentees a sa surface, et les faits generaux conclus jusqu'alors de son 
examen sont peu nombreux. 

Nous avons deja cit^ les vents dtisiens et les omitkies^ entre Constan- 
tinople et TEgypte. Le siroco, vent du S., remarquable surtout par Pac- 
tion physiologique qu'il exerce sur Thomme et sur les animaux, soufQe 
frequemment pendant une partie de Tannic sur la moitie m^ridionale 
dubassin. L'Algerie etla Tunisie sont surtout soumises a son action* 
Le simoun presente les memes caract^res que le siroco ; seulement, 
soufQant sur des sables, il les souleve et les entraine avec lui comme un 
brouillard ^pais qui arrete les rayons du soleil. Le siroco souffle aussi 
sur les cdtes de TAndalousie et du royaume de Murcie. Ces bandes de 
terre, prot^g^es centre les vents de N. par des chaines de montagnes 
paralleles k la c6te, ont un climat saharien: On ressent dans les fles ita- 
liennes, sur ritalie et mSme juaque sur les golfes de Gftnes et du Lion 
des vents analogues. Mais, dans les localit^s oil ces vents sont marins, 
ilg arrivent charges d'bumidite, et, tout en gardant leur chaleur, ils 
ihodifient leiir effet physiologique. lis deviennent alors le siroco humide 
et d^bilitant ditalie et de Corse. 
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Le mistral, vent d'entre N.-O. et N.-E. de la valine du Rhone et des 
edtes du Languedoc et de la Provence, est connu depuis longtemps 
pour sa violence et sa secheresse. Les bourrasques violentes de N. 
qu'on rencontre dans le voisinage des Baleares, les coups de vent de 
N.-O. des cotes d'Algerie et les vents deS.-E. et de S. qui fonteckouer 
en hiver tant de navires sur les plages sablonneuses du golfe du Lion, 
sont decrits par les marins qui ont frequente ces parages. 

Indiquer le lien qui existe entre ces faits et les expliquer, tel est le 
but de ce memoire. Pour y arriver, nous etudierons la circulation a la 
surface du bassin mediterraneen pendant Tannee meteorologique i865, 
et nous la comparerons k la circulation generate de TEurope pendant 
le meme temps. La relation entre les directions des vents et les mou- 
vements g^n^raux de Tatmosph^re ressortira, nous I'esp^rons, de cette 
etude. 



CHAPITRE II. 

INFLUENCE DU PASSAGE DES BOURRASQUES SUR LES ROSES DES VENTS. 



Le passage frequent de bourrasques tournantes sur FEurope com- 
plique les mouvements partiels de Fair. Quelques considerations nous 
semblent necessaires pour mieux interpreter les roses des vents et de- 
nieler ce qui, dans ces roses, est du aux bourrasques, aux courants 
generaux ou a des circonstances locales. 

Supposons qu*un tourbillon dans lequel Fair tourne, comme on 
Tobserve toujours dans rh^mispbere boreal, d'un mouvement retro^ 
grade, c'est-a-dire en sens inverse des aiguilles d'une montre, ait 
son centre de rotation au point [fig* i) (on sait que ce centre 
coincide avec le centre d'une depression barometrique dans laquelle le 
vent est a peu prbs tangent aux courbes d'egale pression). Soit B ce 
point, situe non loin du centre de la rotation; I'air y est anime d'un 
mouvement de rotation ; sa vitesse est perpendiculaire au rayon 0B« 
Un observateur place en B verra done la girouette indiquer un vent de 
S.-O. S'il occupesuccessivement diverses positions sur la droiteBB' per- 
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pendiculaire a NS> il sentira des vents variables suivant sa position : 
en D un vent d'O. et en B' un vent de N.-O. S'il se deplace sur la droite 
AAS diannctre perpendiculajre au meridieQ, il observera un vent de S. 



Fig. I. 



9. Q. 



ISord. 




Uuest. A 



tant qu'il restera entre A et le centre du tourbillon ; en 0, le vent sera 
variable ou nul; et, aussitdt qu'il aura depass^ 0, Tobservateur eprou- 
vera un vent de N. Enfin, allant de M a M' sur une droite parallele a 
AA\ il constatera d'abord un vent de S.-E. en M, puis en P un vent 
d'E. et en M' un vent de N.-E. 

Representant sur une feuille de papier les divers vents quMI a 
observes, il obtiendra un angle dont le sommet sera vers TO. pour 
tons les cas oil il aura parcouru la moitie AEA' du tourbillon, deux 

Fig. a. 



Af. 




<— 



B*^ 




E»- 



droites diametralement opposees s'il reste sur le diam^tre AO^'; enfin 
h rose des vents sera un angle ayant son sommet vecs VE. pour touted 
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li'S cordes paralleles k AA' et situ^es dans le demi-cercle AQA'. Ces 
angles seront d'aiitant plus ouverts que la corde sera plus voisine dc 
AA\ et le vent des regions y diminuera de duree. I^s limites sont 
d'une part en Q et E, oil le vent reste de TE. ou de TO., et la droite 
A A' sur laquelle le vent change brusquement de direction du S. an N. 

Les choses ne se passent pas tout k fait de la sorte dans la nature; 
les tourbillons se traiisportent k peu prfes de TO. vers YE. k travers 
I'Europe. II y a done une vitesse de translation a combiner avec la vitesse 
due a la rotation eti chaque point. Les effets de cette combinaison sont 
en partie connus, et les marins savent que, dans tout tourbillon qui se 
d^plaee, it y a une moitie oil le vent est fort et pousse le navire vers 
la ligne que le centre du mauvais temps va parcourir, tandis que, 
dans Tautre moitie, les vents sont moins forts et ^loignent le navire du 
centre de rotation. De la Texpression connue de demi-cercle dange- 
reux, pour designer la premiere moitie, et celle de demi-cercle maniable, 
pour distinguer Tautre. 

La Mecanique nous apprend que, si un disque est anim^ k la fois 
d'un mouvement de rotation autour d'un axe et d'un mouvement de 
translation suivant une droite perpendiculaire k cet axe, chacun de ses 
points est animd a un instant qnelconque de la m£me vitesse que si, k 
cet instant, et pendant un temps tr^s-court, le disque tournait autour 
(fun point convenablement d^termin^, qui ne sera plus le m6me pen- 
dant rinstant suivant, et que, pour cette raison, Ton appelle centre 
instantanede rotation. 

La position de ce point et sa variation sont faciles a determiner dans 
le cas present. Men'ons te diametre NS ; en tous les points de cette ligne 
situ^s au-dessous du centre 0, les vitesses de translation et de rotation 
s'ajoutent; elles se retranchent dans Tautre partie de cette droite. Or, 
la vitesse due k la rotation est proportionnelle k la distance au centre. 
II y aura done un point de la ligne OQ, prolongee s'il est n^cessaire au 
dela du point Q, oil la vitesse de translation sera ^gale k la vitesse de 
rotation et de sens inverse. G'est ce point qui sera immobile pendant un 
instant. Pendant Tinstant suivant, un autre point lui succfede, et la 
seule condition qu'il doive remplir est d'etre k la meme distance du 
point que le premier. La mdme condition devantfitridsatisfaite, quelle 
que soit la position du disque tournant, le lieu des centred instnntan^s 
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5uccts$ifs Je rotation est UDe eirconference dont le centre est celui du 
liisque tournant et le rayon determine par le rapport entre la vitesse de 
translation et la rapidity de la rotation. 

l> thtHm'me pent s'enoncer encore de la maniere suivante : si un 
^li^uo tournant dans un plan est entraine suivant une droite de ce 
pUn, 1^ uunivoincnt de chaque point du disque est le meme que si une 
oir\vnlVrt'nce concentrique au disque et fixee invariablement a lui, rou- 
Uil sur une droite paraliele a la trajectoire du centre, et le centre in- 
sunlano do rotation est a chaque instant le point de contact de la cir- 
oonforonco et de la droite. 

I> qu*on a dit dans le cas oil le disque est immobile est done encore 
>r^i duns le cas oil ii a un double mouvement, si Ton rapporte tout 
iiu conlre instantane de rotation, au lieu de le rapporter au centre de la 
ivlulion. 

{'u tourbillon gazeux pent, danssa partie inferieure au moins, etre 
H.HMiinile a un disque tournant; la vitesse de rotation n'est pas, il est 
vrai. proportionnelie a la distance au centre de rotation ; mais, quelle 
que soit la loi de sa variation, on pourra determiner le centre instan- 
lime, et ce que nous avons dit relativement a sa determination et au 
inouvement du disque s*appiique a celui de Pair dans un tourbillon. 

Par consequent, en tons les points de la droite, lieu des positions 
huccessives des centres instantanes de rotation, le vent sera d'abord de 
S., puis il passera brusquemcnt a N. pour conserver cette derniere di- 
rection. Dans tous les points situes au S. de cette droite, la rose des 
vents construite apres le passage de la bourrasque donnerait des vents 
d'entpe S.-S.-O. et N.-N.-O. par 0., la rose etant d*autant moins ou- 
%'erteque le point considere est plusauS., et se reduisant a des vents 
d*0. au point le plus meridional, les vents d'entre S.-S.-E et N.-N.-E. 
par E. constitueraient au contraire la rose des vents pour tous les points 
situes au N. du lieu des centres instantanes. Ces derniers peuvent 
etre dans le cercle d'action de la bourrasque ou a i'exterieur; ce qui 
precede n'en est pas moins vrai. Si la vitesse de rotation est grande et 
celie de translation faible, ce qui a lieu quand les cyclones sont dans la 
zone tropicale, les centres instantanes de rotation seront k une faible 
distance du centre de la rotation, A mesure que le cyclone avancedans 
sa course, il tend a entrainer dans son mouvement rotatoire Tair envi- 
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ronnant, d'oii resulte un raleDtissement dans sa relation; en memo 
temps sa vitesse de translation augmente. Ces deux causes agissent dans 
le meme sens pour eloigner le centre instantan6 de rotation du centre 
du mouveinent tournant. 

Ce dernier est indique par le centre d'une depression barometrique 
ternf)inee par des lignes isobares concentriques plus ou moins circu- 
laires. Pres de I'Equateur, le vent a dans les bourrasques une vitesse a 
peu pres cgale tout autour du centre d'aspiration pour des points situes 
a la meine distance de ce centre ; le meteore, a mesure qu'il progresse, 
elargit son cercle d'action, le demi-cercle dangereux, oil les deux vi- 
tesses sont de meme sens, se dessinc de plus en plus, la vitesse du venl 
diminue dans le demi-cercle maniable, et elle estsouvent nulle ou de 
meme sens que dans le demi-cercle dangereux lorsque la bourrasque 
arrive dans nos parages. II en resulte que, si les courbes d'egale pres- 
sion ne venaient nous eclairer, nous aurions souvent une idee tres- 
inexacte sur la position du centre de rotation. 

D'apres ce qui precede, lorsqu'une bourrasque passe sur une region, 
les roses des vents resultant de son passage different beaucoup, et nous 
devons les trouver scmblables entre elles sur des zones paralleles a la 
trajecloire du centre. 

Les vents forts seront du sens de la translation; il y a cependant a 
cct egard une restriction a faire. 

Un mouvement tournant de Fair au milieu d'une masse du meme 
fluide non animee de ce mouvement rencontre des resistances sur sa 
limite exterieure. Elles tendent a ralentir la rotation, surtout dans les 
parties voisines de la circonference. II y a done a une certaine distance 
du centre un cercle oil la vitesse de Pair est maxima; soit ABA'Q 
[fig. I ) ce cercle. Soit P le centre instantane de rotation a I'instant con- 
sidere, BB' la portion de la bourrasque qui passera au point B; le venl 
aura d'abord sa vitesse maxima avec une direction de O.-S.-O. ; puis 
des portions plus voisines du centre passeront au lieu B, et, en meme 
temps que le vent tournera a 0., sa force diminuera pour s'accroitre dc 
nouveau lorsqu'il tournera a O.-N.-O. En des points plus voisins de la 
droite AA', le memeeffetse produira, mais plus marque, et la rotation 
du vent sera plus considerable. On voit done qu'il y aura deux maxima 
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slt^lim U dans la force du vent, et que leiirs directions font dcs angles 
o^aux avec la droite suivant laquelle s'efTectue le transport general. 

iMiisieurs consequences curieuses r^sultent des discussions pr^c^ 
dentos. Si une bourrasque entrainee par un courant d'O. passe sur une 

Fig. 3. 




region, le vent sera d'O. sur la zone meridionale, il variera de S.-O. 
a N.-O. par 0. dans tout le demi-eercle meridional, il passera brusque- 
ment du S. au N. sur le lieu des centres instantanes de rotation; plus 
au N., il variera de S.-E. a N.-E. par E., et il sera d'E. sur la zone la 
plus septentrionale. Ainsi un courant d'O. peut exister par tous les vents^ 
mais on voit immediatement que les roses sont symetriques par rapport 
a la direction du courant, et que leurs extremes sont les vents a force 
maxima. 

Une bourrasque passe-t-elle a pen pres a la meme latitude, suivant 
une meme direction, le melange des roses de vents dues aux deux pas- 
sages ne changera que peu de chose dandles zones limites; il introduira 
un melange de vents d'E. et de vents d'O. dans la zone mediane. 

Si plusieurs bourrasques traversent une region dans le meme sens a 
des latitudes notablement differentes, le melange s'augmentera, mais 
la direction des vents forts eclairera tou^ours Tobservateur sur le sens 
du mouvement general, et la proportion des vents tres-faibles aux 
autres sera une bonne indication pour connaitre le rapport du nombre 
des bourrasques passees au N. a celui des bourrasques passees au S. 
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GHAPITRE III. 

LES VENTS SUR LE BASSIN MfiDITERRANftEN PEND.VNT L'ANNfeE MfcTfeOROLO- 
LOGIQUE 1865. - LEUR COMPARAISON AVEC LES MOUVEMENTS G6n6RAUX DE 
i; ATMOSPHERE EN EUROPE. 



Hiver. — L'hivep comprend les trois mois de decembre i864» Janvier 
et fevrier i865. 

La carte ci-jointe [PL II) indique clairement la circulation que nous 
voulons expliquer. Une semblable a ete dressee pour chaque saison au 
moyen de tous les documents que Ton a pu recueillir sur terre et sur 
mer. Les observations terrestres ont ete reduites a la maniere ordinaire; 
elles ont ete faites a 8 heures du matin et a 4 beures du soir. En quel- 
ques villes, telles que Rome, Constantinople, Nice, Orleansville, etc., 
plusieurs observations ont ete faites par jour; les moyennes calculees, 
en en tenant compte, different peu de celles que Ton deduit de deux 
observations faites le matin et le soir aux heures indiquees plus haul; 
nous nous en sommes tenu a ces deux indications journalieres. 

Les observations maritimes ont ete extraites des registres tenus a 
bord de la marine imperiale et des navires du commerce. Des obser- 
vations faites a 8 heures du matin et a 4 heures du soir a bord de ces 
navires ont etc pointeessur des cartes analogues a celles de Maury. Une 
carte correspondait a une saison. 

Chaque rose de vents est representee sur les cartes resumees ci-jointes 
{PL II el III) par plusieurs lignes droites emanant d'un meme point, 
qui est le lieu vrai ou suppose d'observation. La direction des droites 
indique la direction du vent; elles sont tracees, suivant rhabitude des 
marins, sous le vent de la station; ainsi une droite dirigee du point 
central vers £. denote un vent d'O. Enfin la longueur de ces droites est 
proportionncUe au nombre de fois qu'a souffle le vent correspondant. 
La somme de leurs longueurs est constante, de maniere que toutes 
soient comparables entre elles. 

Les vents de toutc intensite etant pointes sur quatre cartes, on en a 

pour ainsi dire extrait les vents assez forts et les vents forts do la 

maniere suivante. 

36. 
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Poiutant a part les observations de ces vents, on en a fait des roses 
ramences a cent vents de toute intensite. Les quatre cartes de vents 
joinles a ce memoire [PL II et ///) correspondent a ceux de toute inten- 
site. Nous nous contenterons d'enoncer les resultats donnes par les 
ciirtes des vents forts. 

Ceci pose, jetons un coup d'oeil sur la carte des vents de toute inten- 
site pour riiiver. On y remarque sur les cotes de France et d'Espagne, 
de Marseille a Alicante, une grande predominance des vents d'entre N. 
et 0., et en quelques points le N.-O. regne presque sans partage. On 
voit a peu pres la ineme chose sur les cotes de TAlgerie, et le meme 
regime atmospherique se continue dans I'interieur du pays sur les pentes 
septentrionales de I'Atlas. Notre station la plus meridionale, Laghouat, 
situee sur la limite du desert, est soumise a des vents des memes direc- 
tions, mais inclinant un peu plus vers TO. Dans la province de Con- 
stantine et la Tunisie, ainsi que dans le canal de Malte, le N.-O. redevienl 
dominant; il est remplace par TO. tournant vers le S.-O. a mesure que 
Ton approche de la Syrie et de I'Asie Mineure. 

Continuant le tour du bassin, nous trouvous sur la mer Noire des vents 
dominants d'entre N. et E. lis tournent a E. au sud des Karpathes dans 
la vallee du Danube et au N. a Constantinople, pour etre variables, mais 
avec une tendance marquee vers S.-E., sur TArchipel et la Grece. L'E. 
domine dans les roses de TAdriatique orientale et TO. dans celle d'An- 
rone, sur la rive occidentale; mais si nous en* degageons les brises de 
terre et de mer, autrement dit, si nous nous bornons aux vents forts, 
TE.-S.-E. domine a Lessina et TE. a Trieste, tandis qu'une grande varia- 
bilite se remarque a Ancone. 

L'E. domine dans la vallee du Po ; il tourne vers le N. a mesure qu'on 
s'avance vers TO., et le N.-E. regne dans le golfe de Genes, avec quel- 
ques alternances d'O. et de S.-O. Le meme N.-E. se remarque dans la 
mer Tyrrhenienne et jusqu'au S.-O- de la Corse; le N. s'observe dans le 
voisinage des Baleares, et une region peu etendue de vents variables 
s'etend entre ces iles, la Corse et la Sardaigne. 

L'air retourne vers fe S. el TO. en longeant la cote d'Espagne, et les 
vents, variables d'O. a E. par N. sur les cotes de Murcie et d'Andalousie, 
dominent de TE. au detroit de Gibraltar, pres de Tarifa. Cetle predo- 
minance n'existe que pres des cotes d'Espagne; plus au S., le N.-O. 
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et ro. reprennent leur empire, et le meme phenoniene se remarque au 
dela du detroit, comme le montrent une rose de FerDaado et une rose 
maritime voisine. 

La distribution des vents forts est tres-analogue a celle des vents de 
toute intensite; frequents surles cotes du Portugal et du S. deTEspagne, 
lis sont plus rares sur les cotes de la province d'Oran; du golfe du Lion 
a la province de Constantine ils apparaissent en grand nombre des re- 
gions N.-O. inclinant vers TO. et S.-O. dansle voisinage de TAlgerie; 
moins nombreux surTItalie centrale et le royaume de Naples, ils repren- 
nent leur frequence aux approches de la Dalmatie et de rillyrie; a 
Lessina ils sont surtout de S.-E. ; a Trieste, pres de la vallee du Po, ils 
sont presque uniquement de TE. Les vents forts observes a Livourne et 
dans le golfe de Genes sont de directions variables; TO. domine, puis 
le S.-O., en dernier lieu le N.-E. Rome subit le plus souvent des vents 
forts des regions N, et. parmi les vents forts de Naples, le S.-O. est le 
plus frequent. Le N.-E. et le N. sont les vents forts les plus ordinaires 
sur la mer Noire et les regions voisines, et leur rapport au nombre total 
des vents est grand ; enfin TO. variant au S. a de la force entre la Grece^ 
TAsie Mineure et TAfrique. 

II y a done une assez grande analogic entre les deux systemes de 
roses; cependant certains parages semblent rechercbes de preference 
par les vents forts, tandis qu'ils se montrent dans d'autres beaucoup 
plus rarement. 

En suivant une ligne qui, partant des environs de Marseille, passe 
pres de la Corse, de Naples, traverse le golfe de Tarente, Tarchipel des 
lies loniennes, la Moree et les Sporades, et longe en dernier lieu la cote 
meridionnale de TAsie Mineure, on remarque qu'^ TO. et au S. de cette 
ligne les vents, surtout les forts, sont des regions 0., qu'a TE. et au N. 
ils sont des regions E., variant d'entre S.-E. et N.-E., suivant les re- 
gions; les vents dominants sont de S.-E. et N. sur la mer Noire, et 
de N. a Constantinople. 

Une molecule d'air placee sur la cote orientale d'Espagne ou dans le 
golfe du Lion rencontrerait pres desBaleaiesdes vents deN.; elleserait, 
suivant sa proximite de TEspagne, ramenee vers le detroit de Gibraltar 
ou bien poussee vers TAlgerie, oil des vents des regions 0. la dirige-^ 
raient vers la Sicile et TAdriatique; des vents de S. Tamfeneraient b 
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Le^ina (Dalmatic), oil ie S.-£. ia ferait remonter vers la vallee du P6; 
vlU: revit'iwlrait dans le goife de Geoes sous Tinfluence dc vents d*E» et 
Iv N.-K. 1« ramf'nerait pres de son point de depart pour recommeneer 
la memo rofation. 

Pour comprendre Ie sens de ces deux faits, etudions ee qui s*est passe 
ixMulnnl ce temps sur I'Europe. Ce qui suit a etc obtenu au moyen des 
documents publiesdans Ie bulletin quotidien de TObservatoire imperial 

de Paris. 

Circulation atmosphSrique a la surface de I'Europe pendant rhiver 

dc i865. — Au commencement de decembre 1864 un tourbillon passe 

sur los Iles-Britanniques, la mer du Nord, la Norwege, la Laponie et la 

mor Blanche. II disparait au N.-E. de TEurope. L'air, anime du niouve- 

mcnt giraloire habituel dans ces phenomenes autour du centre dont 

nous venons de tracer la route [voir la carte des trajectoires des bour- 

rasques pour decembre 1864 [PL IV)], donne successivement dans les 

regions enoncees plus baut des vents de S. tournant a S.-O. puis aN.-O. 

et N. pour revenir rapidement a S.-O des le a au matin sur Tlrlande. 

Lc vent reste des regions S.jusqu'au 5 et il tourne leGaO-surl'Irlande, 

I'Ecosse et la Norwege, il est encore en general de S. ou de S.-O. sur la 

Suede et la Russie septentrionale; une nouvelle bourrasque tournante 

a suivi la premiere, mais son centre passant a une latitude plus faible, 

elle redescend vers le S.-E. en se dirigeant vers I'OuraK Aussi le baro- 

metre avait-il beaucoup baisse sur le N. puis sur TE. deTEurope apres 

une hausse pen durable. 

Le 6 decembre, le vent a tourne a N.-O. sur la Baltique, et le baro- 
metre a remonte. Le mouvement de l'air autour du centre de depres- 
sion s'etend jusqu'a la mer Noire oil le vent, de N.-E. le 6 au matin, a 
passe le 7 S.-O. Le baromfetre baisse, mais le centre passe loin a TE. 
de la ('rimec et le vent tourne versN. k Odessa sans prendre de force. 
En meme lemps que le barometre remontait sur la Baltique avec le 
lour du vent de S.-O. a N.-O., il baissait rapidement sur TEcosse et sur 
rirlande; et le vent y lournaita S.-O. Un nouveau meteore, comme les 
prtM'edents du genre de ceux que M. Marie-Davy appelle bourrasques{*). 

I • I ijuuml noiiM <«m|>loiorons l*exf>ro»sion de Inmrrdsques, nous voudrons designer un moH- 
trmrnt tnitnmnt et lion hs loupf de vent auxquefe son pa»sa^ doune naisaance. Temf^r^ 
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en sous-entendant l'6pithete de toumantes qui leur donne un caractfere 
commun, abordait TEurope. 

Jusqu'alors la Russie centrale, la mer Noire, TAllemagne, rAutriche 
et la Turquie, le massif des Alpes et la peninsule Hispanique avaient 
des vents d'entre N. et E.; Tair y etait froid et dense. Les cartes jour- 
nalieres montrent pendant cette periode une zone oblique de fortes 
pressions qui traverse diagonalement TEurope de Moscou a Madrid. 
L'influence des mouvements tournants dont nous venons de suivre la 
route inclinait au S.-E. et au S, la direction du vent sur les cdtes du S.-O. 
de TEurope. L'air condense s'6coulant vers le S. laissait petit a petit 
le champ libre aux bourrasques dont les trajectoires diminuaient d'am* 
plitude vers leN. et I'E. 

Enfm une bourrasque se montre a la hauteur de la Manche; elleetend 
son action jusqu'a Lisbonne, ou le vent est fort 0., tandis que le S.-O. 
prend de la force sur la France occidentale. Le barometre n'a cesse de 
baisser sur TO. de TEurope, la baisse s'6tend vers le golfe de Gascogne, 
un centre de depression barom^trique s'y montre, et le vent, qui est 
de N.-O. k la Corogne (pointeN.-O. de I'Espagne), est de S.-E. sur la 
Gascogne et le Poitou. Le mouvement annonce son arriv6e sur la Mediter- 
ranee par la rotation du vent de N.-E. vers S.-E sur les cotes de France; 
cette rotation s'effectue du 9 au lo. Le 1 1 , le vent est retourne un peu 
vers E.; il est reste de N,-0. sur TEspagne, oil il n*a pas de force, de 
S.-O. sur la Sicile et de S.-E. sur TAdriatique; le mouvement tournant 
passe sur le bassin m^diterraneen occidental. 

Mais le baromfetre remonte sur les lles-Britanniques et tout le N. de 
I'Europe, et il baisse tres-vitesur le Portugal pendant que le vent reste 
k S. Cela tient k I'arrivee d*une bourrasque dont le centre passe trfes- 
prbs de Lisbonne pendant la nuit du Ti au i4> ety donne deux violents 
coups de vent. Le i4 on voit son centre sur le N. de TEspagne; la bour- 
rasque reprend le i5 sa route versTE.-S.-E; son centre passe prfes de 



sans I'^pith^te tournmte^ s'appliquera k la force du vent. Le mot de bourrasque n'indiquera 
rien pour nous de ramplitude du mouvement tournant; quand nous dirons : la bourrasque a 
suivi telle trajectoire, nous voudrons parler do la route suivie par son centre; nous dirons 
jusqu'oCl ello ^tend son action et nous citerons autant que possible les lieux 06 ses effets 
auront M remarquables, surtout par rapport au but que nous nous proposon^ d'atteindre. 
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It^r^ «^^^^^(^^^« ^^ '^ ^^^^ le 16 au matin pres du detroit de Bonifacio, et 
(0 I r il a disparu dans I'E. 

1,09* vents etaient pendant ce temps des regions E. sur le N. de la 
Moditerranee, des regions 0. variant de S. a S.-O., 0. et N.-O. sur le 
S. Le calme regno sur toute TEurope pendant la matinee du 17; ies 
fortes pressions sont sur le N. 

Des bourrasques moins inteuses passent Ies 18, 19^ 20 et ai a peu 
pre!? a la meme latitude; leur ligne de parcours tend a s'elever vers le 
N.; il en resulte que la masse d*air en rotation se partage en heurtant 
Ies Alpes, et que de petits mouvements tournants traversent I'Allemagne 
meridionale, pendant que Ies plus importants parcourent la Mediter^ 
ranee. A part Tintensite, ils donnent lieu aux phenomenes analyses 
plus haut. 

Cependant la masse d*air dense qui s'amasse sur le N. de TEurope 
s'avance cliaque jour vers TO., et nous voyons le vent tourner de N. 
a 0. a Haparanda, oil le barometre baisse rapidement. Le meme efTet se 
continue Ies jours suivants et TO. s*etablit sur la Baltique et la Bussie 
occidentale; le 25 on voit au N, de la Suede le centre d'un mouvement 
tournant; son action s'etend jusqu'a Skudesnoess (Norwege meri- 
dionale), Libau (Livonie) et Petersbourg. II descend vers la Caspienne 
et rOural; son centre est le 26 sur la mer Blancbe, le 27 versNijne- 
Taguilsk, et le meteore disparait de nos cartes. 

Une hausse legere du barometre se produit et le calme revient le 27 
sur la Bussie et la Scandinavie, mais Ies vents restent d'entre S. et 0.; 
ils sont assez forts dans le N. et le barometre y baisse. La carte du a8 
montre que ces effets doivent etre attribues a I'arrivee d'une bour- 
rasque dont le centre apparait le 28 pres d*Haparanda. Son action s*etend 
plus loin que celle de la pr^cedente; elle se fait sentir jusque sur 
I'Ecosse, Ies Pays-Bas, la Prusse et la Bussie centrale, mais Ies vents 
auxquels elle donne naissance se montrent sur une zone moins eloignee 
du centre et passant par Skudesnoess, Copenhague et Petersbourg. 
A peine cette bourrasque disparait-ello dans TE. oil son centre est 
arrive le 29 pres d'Arkengel, faisant tourner le vent a 0. et k N.-O. sur 
la Baltique orientale, que le calme s'etablit sur la Suede, tandis que des 
vents assez forts d'entre S. et 0. soufflent sur Ies cotes de Norwege. 
Le barometre a remonte sur la Russie et la Scandinavie; il a baisse sur 
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TEcosse; du 29 au 3o la b^isse s'etend a TE.; ellc est considerable a la 
latitude de Stoekbolm et les vents ont repris en meme temps beaucoup 
de force d'entre S. et 0. siir ces regions; le Icndemain la bourrasque a 
disparu dans TE.; line autre, venue du meme cote, lui succedo a une 
latitude plus basse. Elle a le 3i son centre sur la Suede, prfes de 
Stockholm, et elle descend vers la mer Noire. On voit que les trajectoires 
des bourrasques se sont abaissees successivemont vers le S. en dimi- 
nuant d*amplitude vers TE. pendant la derniere d6cade du mois. 

Que se passait-il sur le reste de I'Europe, et en particulier sur la 
Mediterran^e ? 

Nous avons quitte ces regions aprfes le passage de plusieurs bour- 
rasqueSy au moment 0(1 le calme tendait a s'y etablir. Les fortes pres- 
sions barom^triques marchant vers TO., des vents d'entre E. et N. 
s'etablissent sur les Ilcs-Britanniques, TEurope centrale, la France, le 
N. de TEspagnc et Tltalie; le N.-O. souffle a Madrid et TO, sur les cotes 
d*Algerie. Unc depression barometrique exisle sur ces regions; ello 
s'eloigne vers I'E., et les vents d'entre E. et N. s'etablissent de plus en 
plussur le S. et TO. do I'Europe; ils soufflent jusqu'a Lisbonne et Tarifa 
le a3, jour oii le vent tourne a N.-O. sur la Baltique. Le centre des 
fortes pressions est alors sur la mer du Nord. 

Le a4» les vents prennent de la force d'entre N. et E sur le Portugal 
et TEspagne, le barometre baisse du 24 au 25 sur I'Espagne, surtout 
sur le midi; la bnisse s'etend vers I'E. du ^5 au aG et les vents restent 
d'entre E. et N.; la baisse augmente, et le 27 un centre de depression 
existe pros de la Sardaigne. LeS.-E. commence a Lessina (Adriatique;, 
le S. a Palermo ct le N.-O. sur I'Espagne. Ce dernier prend de la force, 
les vents des regions E. diminuent sur I'ltalie, la girouette indique 
le S.-O. a Palerme, le 29 au matin; le 3o le vent y tourne a N.-O.; il 
est reste aux regions E. ou N. sur I'ltalie et I'Adriatique. Le centre de 
depression barometrique s'eloignc vers la Grcce. Pendant ce tnmps, 
I'Europe centrale et la France sont restees dans le calme. C'est la que 
le barometre est le plus baut sur une region formant un angle dont 
I'ouverture est a I'O. Cette region s'amincit d'abord par le N. et I'E., 
puis par le S. et enfin par 1*0.; I'air y reprend une pression moyenne 
de 760 millimetres, tandis que quelques jours auparavant elle depas- 
sait 770 millimetres en beaucoup de points. Les vents y restent faibles. 

Annalea scientifqucs dr FEcole Normalr supcrieure. Tome IV. 87 
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L'abaisscment vers le S. des trajecioires des bourrasques continue 
pendant le mois de Janvier i865, et nous voyons successivement pen- 
dant les premiers jours du mois la mer du Nord et la Manche soumises 
k des vents forts de S.-O. pendant que les regions calmes et ^ fortes 
pressions forment un triangle dont le sommet Serait dans TEurope 
eentrale ct la base vers le Portugal. Aussi, le regime des vents est-il 
change sur la Mediterranee; le N.-O. et le S.-O. ont pris dans le golfe 
du Lion la place du N.-E. et du S.-E., et les brises sont variables sur 
ritalie et sur TEspagne. 

Des bourrasques traversent vers les 6, 7, 8 et 9 la Russie du N.-O. 
au S.-E. et au S., ^tendant leur action jusque sur TEurope eentrale; 
des grains passent sur Tltalie et TAdriatique; d'autres bourrasques 
abordent le continent plus au S. encore que les prec^dentes. L*un de 
ces met^ores a, le 12, son centre pres des iles Hebrides (Ecosse); il 
etend, le i5, son action jusque sur TEspagne et sur Tltalie; des vents 
forts de S.-O. ou d'O. soufflent de Lisbonne a Livourne; les vents d*0. 
sont en meme temps d'une violence extreme sur les c6tes du golfe de 
Gascogne et de la Manche, sur la France et sur le S. de TAngleterre; ils 
sont moins forts un peu plus au N. et sont tr^s-faibles sur TEcosse. 
Le S. souffle assez fort k Libau (Baltique russe) et le S.-E. kSkudesnoess 
(Norwege) pendant que le vent est de N.-O. a Greencastle (Irlande) et 
k Nairn (Ecosse). Le meteore s'avance vers TE., et, le lendemain i5, le 
vent est toujours violent sur TEspagne, la France et les Pays-Bas, 
mais il commence k tourner k 0. et O.-N.-O. II prend de la force d'O. 
sur ritalie et TAdriatique, et le S.-O. commence sur la mer Noire 
pendant que le S.-E. soufile h Saint-P^tersbourg. La bourrasque 
continue sa route vers le S.-E. et disparait de nos cartes le 16. 

D'autres, produisant des effets analogues, traversent TEurope les 17, 
18, 19, ao, ai, 22 Janvier; Tune d*elles a, le 20, son centre sur le 
Jutland; son action s*etcnd jusqu*aux Alpeset k la mer Noire; le centre 
arrive k Tembouchure du golfe de Riga le 21 Janvier. On en voit, le 
mdme jour, un nouveau ayant son centre sur le golfe de Gascogne; il 
remonte au N. des Alpes pour traverser la France septentrionale, les 
Pays-Bas, TAllemagne, la Pologne, la Russie et la mer Noire pendant 
que les fortes pressions se montrent dans les environs de la mer 
Blanche. Pendant son passage, les vents restent des regions E. ou N. 
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sur la Manche, TAnglelerre, les Pays-Bas, leDanemark, le N. et TE. de 

la Russie: ils sont des regions S. ou 0. tournant vers leN. sur le midi 

de TEurope, excepte sur les cotes orientales de TAdriatique oil le S.-E. 

et TE. soufflent le 22. Un faible centre de depression barometriqne se 

roontrc le memo jour pres de Livourne. Un tourbillon qui, des le 23, 

donne sur TEspagne et le Portugal des vents forts des regions S.-O., 

traverse TEurope les 24, 25 et 26 en passant au N. du massif alpin et 

donnant seulement quelques coups de vent de S. ou 0. sur le bnssin 

mediterraneen. 

Nous voyons le 2G unc nouvelle bourrasque dontlc centre est encore 

sur rOcean a la latitude de la Manche; la France, les Ilcs-Britanniqueset 

presque tout le reste de TEurope sont encore calmes. L*0. de TEspagne 

et le Portugal sont seuls soumis a des vents violents de S.-O.; le vent 

de S. prend de la force des le soir sur le golfe du Lion, et, le mouve- 

ment marchant versTE., le vent est fort le lendemain 27 sur toute la 

France, deS.-O. a BesanQon, d'O. au Havre, de N.-O. a Brest. LeS.-E. 

commence a prendre de la force au S. de TAdrialique; le N. et Tltalie 

sont encore peu agites. Le tour des vents a N. sur la Manche le 28, 

a N.-O. sur les cole^: du Languedoc et de la Provence, a S. el a S.-O. 

sur ritalie centrale et Tltalie meridionale n'a rien qui doive nous 

etonner apres les nombreux exemples de faits analogues que nous avons 

deja remarques dans notre analyse. 

Les vents sont restes pendant ce temps a S.*E. et N.-E. sur la Scan- 

dinavie, la Baltique et la Russie ; ils commencent a etre forts le 28; leur 

force augmente le 29. Le centre de la bourrasque est alors sur la 

Livonie; il descend vers la Caspienne le 3o et le 3i. Un autre mouve- 

ment tournant se montre en meme temps sur la mer Tyrrhenienne aver 

un fort mistral sur le golfe du Lion, des vents d'O. sur le S. de Tltalie, 

de S. a Lessina (Dalmatie), d'E. a Trieste et de N.-E. a Livourne. Le 

calme s'etablit sur la France, TAngleterre et TEspagne. Le S.-O. repreud 

le 29 h Coruna el le S. souffle avec force sur le golfe de Gascogne. Le 

barometre, qui a un peu monte, baisse sur TEurope occidentals et une 

bourrasque aborde nos cotes; le 3i Janvier elle se fait sentir par des 

vents forts de*S.-0. sur le Portugal et le N.-O. de TEspagne. Son centre 

est sur rOccan, a TO. -N.-O. des Iles-Britanniques. 

Le 1*' fevrier, il s'approclie des iles Hebrides en descendant vers 

37. 
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TE.-S.-E. II est le 2 pr^s d*Edimbourg; puis, au lieu de continuer sa 
route vers TAIIemagne, il est brusquemeut rejete dans le N. et suit le 
versant occidental des Alpes Scandinaves. (Joe nouvelle bourrasque a 
le 3 son centre sur le S.-O. de Tlrlande; le centre passe ensuite sur 
TAllenoagne, le S. de la Russie et la mer Noire. 

Une partie du mouvement, transportee sur la Mediterranee, pasi^e 
sur le S. de Tltalie. II s'ouvre alors pour TO. et le S. de TEurope une 
ere de noauvais temps qui dure presque sans interruption jusqu'a la fin 
du mois. Des bourrasques se succedent tres-rapidement sur cette region 
qu*elles traversent, ainsi que Tindique la carte d'ensemble, de rO.-N.-O. 
i TE.-S.-E. Leur rayon d'action est tres-considerable, et elles dbnnent 
sur TEspagne, la France et Tltalie des vents violents variant du S.-O. 
au N.-O., puis au N., tandis que la girouette indique presque sans 
cesse TE. variant du S.-E. au N.-E., puis au N. sur la Scandinavie et 
la Russie septentrionale. 

Les pressions barometriques, considerables sur le N. de TEurope 
dans Ics premiers jours du mois, passent bientot sur TO. oil elles 
sejournent, s*eloignent plus ou moins vers TO., descendant en meme 
temps vers le S. pour ccder la place h une bourrasque; enfin elles 
s'etendent a la fin du mois avec le calme et le beau temps sur TEspagne, 
la France et Tltalie. Elles sont de nouveau rejetees au S. par Farrivee 
d'une bourrasque; Taction du meteore s'etend d^jk le ^28 sur les Iles- 
Brilanniques, la France, les Pays-Bas, la mer du Nord et le S. de la 
Norwege; son effet est le meme que celui de ses predecesseurs. 

Explication des /aits precedents — Nous venous de voir comment les 
vents ont varie a la surface de TEurope pendant Thiver 1 864-65. lis 
etaient souvent forts de TO. et N.-O. sur une region pendant que non 
loin de la soufOaient TE. et le S. Nous avons vu comment la rotation 
de S.-O. a N.-O. se produit par suite du passage des bourrasques lorsque 
Ton se trouve dans une partie du tourbillon, comment elle s'effectue 
de S.-E. versN.-E. ou N. quand on est dans la partie opposee. 

Or, comme le dit M. Marie-Davy, les bourrasques sont de vrais flot- 
teurs entraines par les courants generaux de Tatmosphere, comme le 
sont par les courants d'eau les petits tourbillons qu'on voit se former 
dans la riviere. Le sens de leur translation donne celui du courant 
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atmospherique dans lequel ils sont plonges (*). L'air est, dans une 
bourrasque, anime d'un mouvement de rolation aulour d'un axe ver- 
tical, ce qui empecbele vent d*indiquer toujours la direction des coii- 
rants atmospheriques generaux. 

Nous avons vu que, pendant presque tout Thiver, lorsque des bour- 
rasques passaient sur la Mediterranee, elles arrivaieiit par TEspagne ou 
legolfe de Gascogne et traversaient cette mer de I'O. a TE., ou, plus 
souvent, de rO.-N.-O. ^ TE.-S.-E. ; aussi, avons-nous vu que les 
vents ont une predominance marquee pour les regions 0. au S. de 
la ligne oblique qui va de rembouchurc du Rhone k la Sardaigne, 
ritalie meridionale, la Grece et les c6tes S. de TAsie Mineure, tandis 
que les vents dominants sont au N. de cette ligne d'entre S.-E. et 
N.-Ef. Les vents forts sont surtout de N.-O. et de S.-O. entre la France 
et TAIgerie et sur le bord de la Mediterranee, d'entre S.-E. et N.-E. ou 
N. dans les autres parties. 

Quelques particularites remarquables s^expliquent par les conditions 
partieulibres que presente le bassin mediterraneen. Au N. il est borne 
par les Alpes, cbaine de montagnes tres-elevees et li pentes rapides. 
S*abaissant par gradins vers les Pays-Bas, le Jutland et la Prusse, elles 
tournent vers Tltalie leur versant le plus abrupte. A TO., une autre 
chaine tres-elevee encore, celle des Pyrenees, court de TO. a TE. 
Dans sa partie occidentale elle touohe ^ la mer et aux montagnes 
des Asturies; dans sa partie orientate les montagnes Noircs la relient 
aux Cevennes et au plateau central de la France; a TE., elle s*avance 
dans la mer en formant un golfe profoud, celebre par les coups de vent 
qu'on y essuie. II y a done entre les Alpes et les Pyrenees un couloir 
de forme evasee, qui se retrecit vers TE. Quand Tair s'y engouffre, il 



(*) Get 4nonc^ g^n^ral a besoih d*une restriction. I^s cartes montrent qiie parfois une 
bourrasque est plus ou moins brusquement d^\i6e de la direction qu*elle sdivait. Plusieurs 
causes peuvent donner naissance a ce pli^nom^ne, et, parmi les plus importantes , ii faut 
noter Tinfluence r^iproque exercee par deux bourrasques voisines Tune sur Tautre. Cette 
action a 6t6 reconnue pour la premiere fois par M. Mari^-Davy. Ce m^t^roiogiste a fait 
voir que Taction r^ciproque des deux bourrasques se manifeste en gto^ral par one rotation 
des deux centres autour d*un ro^me point, quelquefois tr^voisin du centre de Tune des 
bourrasques. Nous renvoyons pour de plusamples details aux Notes dans lesquelles M. Maric^ 
Davy a 4tudi6 ces faits curieux. 
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acquiert a la sortie une grande vitesse. Nous verrons plus loin com- 
ment le vent qui en resulte, le mistral, se rattache aux mouvemenls 
generaux. Ce vent, d'entre N.-O. et N. suivant les points, est un violent 
courant d'air qui descend vers la Sardaigne. II donne naissance a des 
remous remarquables. 

Si deux murs eleves ferment un angle dont le sommet est oppose a 
un vent regnant, un efTet analogue se remarque. Supposons que Tun 
des cotes de Tangle soit dirige du S. au N., I'autre de TO. a TE., de 
sorte que Touverture de Tangle soit vers le N.-E.; quand un venld'O. 
soufllera fort, il se fera le long du c6t6 N. un appel d*air du som- 
met de Tangle vers Texterieur. Get appel peut se manifester par la pre- 
sence de corps lagers, tels que de petits morceaux de papier ou des 
feuilles seches. lis sont entraines au dehors. L'air afBuant des parties 
plus eloignees pour remplir le vide, le courant se replie vers Tint6rieur 
de Tangle, et les feuilles qu'ils avaient entrainees reviennent pour re- 
commencer le meme circuit. La rotation n*a pas toujoursla meme am- 
pleur, mais toujours elle a lieu dans le mSme sens; par exemple, elle 
est du sens direct dans le cas que nous venons d'examiner. Le tour- 
billon engendre, apres avoir sejourne plus ou moins longtemps presdu 
lieu de sa formation, est enfm entraine par le courant general ; mais 
alors la cause de la rotation ayant cesse d'exister, cette derniere ne 
tarde pas a se ralentir el meme k cesser tout a fait, de sorte que Ton 
n'observe plus, a quelque distance, que le courant general. 

Le phenomene que nous venons de decrire est connu de tout le monde 
sous le nom de remous, mais il se produit rarementsur une aussi vaste 
echelle que sur TAdriatique, TItalie et le golfe de Genes. Rarement 
aussi les conditions sont aussi favorables a sa production. Les Alpes, 
s'elevant presque comme un mur, se dirigent d'abord du S. au N., 
puis du S.-O. vers le N.-E , de TO. vers TE.; et, redescendant vers 
le S.-E., elles enferment dans un cirque de hautes montagnes le golfe 
de Genes, la vallee du P6 el TAdriatique. Les points les plus eleves de 
la chaine sont dans sa partie occidentale. Si le mistral souffle avec un 
peu de force et de persistance, on ne tarde pas a voir le vent augmenter 
de vitesse d'entre E. el N. sur le golfe de Genes, d'E. sur la vallee du 
P6 et TAdriatique septentrionale, de S.-E. sur le reste de TAdriatique 
et d'O. vers le S. de I Italic el la Sicile, pendant que le N.-O. souffle 
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sur la Sardaignc et les iles Baleares. Le barometre baisse alors sur 
ritalie septentrionale et Ton observe au S. des Alpes un minimum ba- 
rometrique local qui se transporte bienlot dans le sens des courants 
genera ux. Nousdonnerons, dans un autre chapitre, des exemples de ce 
cas qui se presente assez frequemment. II nous suffit actuellement de 
Tavoir signale. 

Les hauts plateaux de TEspagne arretent aussi Tair des couches inf^- 
rieures; il en resulte que le vent du N. domine pres des cotes S.-E. et 
cede meme la place a TE. entre TEspagne, la province d'Oran et le 
Maroc. Get effet, purement local, cesse d'etre sensible a quelque dis- 
tance des cotes, ainsi que le montre la carte des vents pour Thiver i865. 
Les montagnes espagnoles ne Torment pas, comme les Alpes, une anse 
profonde, et elles ne permettent pas la formation de remous aussi bien 
accentues ; Tair y revient seulement vers le N., le N.-E. et TE. 

Enfin de hautes montagnes, dont la cime se refroidit beaueoup eii 
hiver, produisent alors autour d'elles dans les periodes de calme un 
flux d'air froid remplace par Tair plus chaud des regions voisines, qui, 
s'elevant dans les regions plus elevees de I'atmosphfere, redescend sur 
le sommet de la chaine pour remplacer Tair qui s'est 6coule. Nous 
montrerons plus loin que les vents violents du N. observes sur le N. de 
ritalie en fevrier i865 ne sont pas dus a cette cause; elle n'agit effi- 
cacement que pendant les calmes et ne donne pas naissance k de grands 
vents sur de grandes etendues. On y rattache les phenomenes connus 
depuis longtemps sous le nom de brises de montagnes^ analogues aux 
hrises de rivages. 

Circulation pendant leprinlemps de i865. — Cette saison commence 
avec le passage de plusieurs bourrasques qui traversent TEurope du 
N.-O. au S.-E.; leurs centres passent sur le N. de I'Ecosse, la mer du 
Nord, le centre de TEuropeetlaMediterran^c, etieur action s'elendant 
souvent jusqu'au S. de TEspagne, il en resulte pour cette partie de I'Eu- 
rope une grande variation de vents. Le N. souffle surtout avec violence 
sur la mer du Nord, le golfe de Gascogne et la France; le N.-O. domine 
sur la p^ninsule Hispanique. Les centres passent en g^n^ral sur la 
Mediterran^e ou sur les provinces danubiennes et la Turquie, ce qui 
donne sur la mer Noire des vents d'entre S.-E. et N.-E. Les fortes pres- 
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sions sc montrent vers Ic commencenieDt du inois sur le N.-K. dc I'Eu- 
ropo ; elles s'avancent pendant les jours su'ivanls vers I'O. en restant 
iu>ntmees sur la Scandinavie. Des bourrasques Iraveisent I'Europe oi-ci- 
ilcutale. Leurs Irajcctoircs onl une tendance reiiiarquable a la direcliun 
N.-S.; en inemc temps, la France el rAlIemagne, I'Espagne ot I'llali*. 
sont Italayees par des vents violents des regions N. ([iii donnenl a ce 
mois son cactiet special. Les vents des regions E. ou S. remporteut sur 
{'Europe oricntalc. De nomlireux centres de mauvais temps se sont fuit 
remarqncr sur le niidi, particutierement au S. des Alpes, ainsi qu'on 
le voil dans la carte resumee. 

La carte des Irajectoires des centres des bourrasques montre pendant 
le mois d'avril un cliangement dans la circulation atmuspberiijue. Leg 
liourrasques se dirigent plus de 1"0. vers I'E.; elles passenl pendant la 
|)lus grandc partie du mois sur Ic N. de I'Europe et le calme regne sur 
le centre et le S.; dans la derniere decade, les trajcctuires de ces im.*- 
t^ores commencenl a s'abaisser de la Sutdc sur I'Europe cenlrale, el 
I'un d'eux a, le i8 avril, son centre sur la Manche. 

Otte modification a la direction des couranls generaux se continue 
pendant Ic mois de mai. Les trajecloires des bourrasques prennent de 
plus en plus d'amplitude vers I'E. ct elles sont pendant une partie du 
mois dirigecs de I'O.-S.-O. vers I'E.-N.-E, ne s'abaissant uji pen vers le 
S. que sur la Russic. 11 fait, en general, peu de vent sur la Meditvr- 
ran^e; le calme y est trouble quelque peu par le passage de mouve- 
mcnts oragetix. Les variations que nous veDona de signaler dans lo re- 
gime des couranls rcndent les vents Ires-variables sur presque toute 
I'Europe. ct les orages lommeDcent a quitter le bassin mediterranecn 
pour eclater frequcmmenl sur la France ct sur rAlIemagne. La des- 
cription et Ice^ luis de cos plienonieocs ne pcuvunt CDtrer dans les etroitea 
limites de le m^moire; elles sont devcloppecs dans un imvai! public 
.■iur ee sujet par M. Fron. 

Les vents sont penilaiit cctte sarson plus variables qu'cn liiver. 
\enl.-. I'orbi ont loujours sur I'Algerie une direction gt-n^-rale variant 
enire N -0. etS.-O.; rette direction se continue jusqu'i Laghouat dans 
le deseil. Par exception, le N.-O. et le S.-E. alternent ^ Biskra. Cetle 
anonialie est due h la dii-eclion des valines. LeS.-O. fort soufllc le plus 
souvenl a Nuplcs, le S,-E. a Li-ssina, I'E. a Trieste, ti's venis d'entre 
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E. et N. a Nice. Le mislral se reconnait toujours sur le golfe du Lion a 
la forme des roses, et les vents de N. tournant vers E. dominent sur les 
cotes d'Espagne, comme nous Tavons constate pour Thiver. 

La rotation apparente de Tair dans le bassin occidental, deja con- 
slatee pour Thiver, se retrouve au printemps, mais inoins nettement 
accentuee. Des elements etrangers se sont en efTet introduits dans 
chaque rose, ce qui tient au plus grand nombre de mouvements tour- 
nants ayant peu d'etendue et passant sur cette region a diverses lati- 
tudes. Malgre cette difference entre les vents du printemps et ceux de 
rhiver, le transport general de Tair avait, ainsi que nous I'avons re- 
connu, a peu pres la meme direction pendant les deux saisons. Seule- 
ment, pendant les mois de f^vrier et de mars, une tendance marquee 
du N. au S. s*est manifestee dans la marche de Tatmosphere au-dessus 
de toute TEurope. 

La direction des vents s'est plus modifiee dans le bassin oriental ; le 
N. est devenu plus frequent dans TArchipel grec. Au S. de TArchipel, 
le vent est assez variable; TO. domine cependant encore et Ton voit 
aussi en ces memes lieux le S. alterner avec le N. 

Sur la mer Noire, le N.-E. est le plus frequent ; puis ce sont le S.-E. 
et le S.-O., ce qui Concorde avec le passage de bourrasques au N. et au 
S. de ce point dans son voisinage. 

Le remous du a TEspagne est encore tres-apparent; les vents d'E. 
dominent toujours au detroit de Gibraltar et ils sont forts; cependant 
le N., le S.-O. et le N.-E. sont les plus frequents sur la cote occidentale 
de la Peninsule, a Lisbonne par exemple. II est a remarquer que pres 
d'Oran TO. a repris son empire, comme frequence et comme force, 
c'est-a-dire qu'a Oran Tinfluence des plateaux espagnols sur la circula- 
tion de Tair est devenue presque insensible. 

Circulation pendant Vetd de i865. — Le N.-O. domine toujours sur 
les cotes du Languedoc; les vents soni de directions assez variables sur 
le golfe deOenes, la mer Tyrrhenienne et rAdriatique; cependant !*£. 
est le plus frequent sur la c6te orientale de cette mer, tandis que les 
brises <l*entre S.-O. et N.-E. par N.-O. sont les plus nombreuses a 
Livourne el celles des regions N.-O, ou N.-E, k Rome, Naples et 
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|^^l«^rnle. Les vents qui souffleot surtout sur TAlg^rie orientale sont 
iiVntre E. et 0. par N; ils passent k TE. et au S. sur la province d*Oran. 
i> sont les memes vents qui regnent sur les cotes d'Espagne, de Bar- 
relone k Cadix, tandis que le N.-O. et le N.-E. remportent sur Iesc6tes 
(lu Portugal oil le S. est devenu beaucoup moins frequent. Le remous 
du a TEspagne est tri^s-apparent; les vents des regions N. reprennenf 
leur frequence a TE. et au S. des Baleares. 

Les courants d'entre N. et E. sont les plus habituels dans le bassin 
oriental et sur la mer Noire, puis viennent ceux du S. lis cedent la 
place k ceux de S.-O et de N.-O. au S. de TAsie-Mineure et sur les 
c6tes de Syrie. 

Quels sont les vents forts? Des regions N. sur les c6tes du Portugal, 
ils sont d'entre N.-E. et S.-E. ou S. du detroit de Gibraltar k Alger et 
aux Baleares, assez variables de Barcelone a Palerme et k Naples aver 
une tendance marquee a N.-O. ou S.-O. On les voit presque toujours 
de N.-O. sur les c6tes du Languedoc et de la Provence, des regions 0. 
sur les c6tes d'ltalie, de Livourne k Naples, variables entre S.-E. et 
N.-O. par N.-E. dans le S. de TAdriatiquc, d'E. dans le N. et de N.-E. 
ou E. passant souvent aussi k N.-O. et S.-O. dans le golfe de Genes. 

Les vents forts tournent souvent au N. dans cette saison dans le 
bassin oriental, sauf dans la partie comprise entre TAsie-Mineure, la 
Syrie etTEgypte; ils reslent de TO. dans cette region. La mer Noire 
est soumise au meme regime que TArchipel. Seulement, il est a remar- 
quer que, si les vents de N. dominent, les vents de S. sont apres eux 
les plus frequents. Ces vents forts ou meme mod6r6s des regions N., 
d*une assez grande Constance pendant Tete et une partie de Tautomne, 
sont les dldsiens dont parle Aristote. 

Pendant cette saison, les mouvements tournants passent en grand 
nombre a la surface de I'Europe, et leur cercle d'action est peu 6tendu; 
on doit en conclure qu'ils se forment pres des regions oil nous pouvons 
las suivre. Ils sont accompagnes d'orages. Ils passent pendant presque 
tout le mois de juin au N. de I'Europe, s^vissant sur la Scandinavie, la 
Baltique et la Russie; les vents auxquels ils donnent naissance dans ces 
parages sont assez variables, cependant le N.-O. et !e N.-E. variant au 
S. par ro. dominent. 
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Le r^lme regne sur les Iles-liritunniques, la France, i'Allernagne. 
i'llalie et rEspagne ; seulemeiit, des orages traversciil le midl de I'Eii- 
pope el la France. Les vL'nts d'enlre N. el E. ou S.-E. cxercenl genera- 
lenient leur empiie dans le mtdi, laissani souvent la place dans les 
golt'es dii Lion el de Genes a des vents d'enlre N. el 0. ou S.-O. accom- 
pagiies d'orages. Des bourrasques passenl sun I'Atlantique enlre les 
Azores el le Portugal. Elles descendeot sur le Maroc ou I'Algerie. on, 
plusau S., sur le Sahara. Les vents des regions E. sur la peninsule Uh- 
panitjueet les parlies voisinesde laMediterraneeen son t la consequence. 
De plus, les alizes s'etendenl sur I'Allanlique jusqu'a la liauleur dii 
Portugal, et, ne pouvanl s'alimenter librement par I'Espagiie, ils le font 
par le delroil de Gibraltar et la Meililerranee. 

La carle resuinec d'Eupope pour le mois de juin explique les venis 
persistaats de N. observes sur le bassin oriental et la mer Noire et ieur.s 
alterniinces avec le S.; le second souflle avani, le premier pendant et 
apres le passage des bourrasques sur la Russie orienlale el la mer (Las- 
pienne. Les cartes journaliferes de I'Europe monlrent que petit a petit 
ro. etend son empire sur la inerdu Nord et rAUemagne, que le veni 
lourne vers S.-O. on S. sur I'Ecosse el I'lrlande, et que la region de 
beau lemps, entamee par le N. et t'E., se confine vers la fin du mois 
sur la France, I'E^pagne el I'llalie. Enfin les vents de S.-O. prennent 
do la force sur les cotes occidentales de France et d'Espagne, et on voit 
apparailre sur tout I'O. de I'Europe une depression barometrique : 
rette depression niarchant vers I'E. , une bourrasque arrive el occupe le 
'io juin loule la surface de I'Europe. Son centre est vers la Manche, el 
son action s'elend de Lisbonne a Palerme, a Odessa et au golfe de 
Botimie. La bourrasque traverse I'Europe de I'D. a I'E,; son centre 
arrive le 2 juillet pres tie Kiew (Russie). Des lourmenles agitent cepen- 
diint encore TEurope orcidenlale, donnant sur le N. de la France de 
forts vents d'enlre N. el 0.. du mistral sur les cotes du Languedoc et de 
b Provence, et des roups de vent d'O. snr I'ltalie m^ridionale. La rota- 
tion a lieu dans I'anse alpine pendant que de forls vents soulllent d'O. 
a Vienne (Autrichej et de S. dans la mer Noire. Le N. el I'E, regnenl 
sur la Baltique meridiouale ; ils y onl moins de force. It y a done a 
propremeni parler Irois mouvements tournanls sur I'Europe. Le calme 
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revient pour quelque temps sur le centre du continent, line bourrasque 
de peu d'etendue se montre le 6 sur le golfe de Gascogne; son centre 
passe le 7 sur TAngleterre, repandant k profusion les orages de Bilbao 
a Paris, Bruxelles et Londres pendant la nuit du 6 au 7 et pendant la 
journee du 7. Les orages eclatent a Stockholm pendant la nuit du 7 au 
8, et ils se continuent le 8 avec de forts coups de vent tournant de S. a 
0. Des mouvements moins etendus encore sont passes sur la Mediter- 
ranee avec leur cortege habituel de pluies et d*orages ; les abords des 
Alpes sont calmes et le barometre y reste haut. 

Les tourbillons tournent pendant cette periode autour du massif 
Hiontagneux, ou Tair peu agit^ ne subit qu*un contre-coup eloign^ des 
tourmentes qui passent dans le voisinage; les centres de ces dernieres 
passentsur les Iles-Britanniques a une latitude plus ou moins elevee et 
se dirigcnt de Ik vers la Suede et la Russie qu*elles franchissent du 
N.-O. au S.-E. Dans d*autres cas elles s'engouffrent dans le canal laiss^ 
entre les Alpes Helvetiques et les Alpes Scandinaves et descendent sur 
la mer Noire. 

La France est dans tons les cas au S. de la trajectoire du centre; les 
vents d'entre S.-E. et S. 0. ou 0. y dominent; il faut aussi attribuer k 
la meme cause les frequents orages qui Eclatent sur notre pays, princi- 
palement au N. L*Italie et TAdriatique, abritees par les Alpes, jouis- 
sent du calme et du beau temps, le mistral souffle sur les cotes medi- 
terraneennes de France avec des vents d'entre N. et E. sur TEspagne 
orientale; des orages peu etendus passent sur ces regions de TO. a I'E. 
et y causent une agitation passag^re, pendant que le versant septen- 
trional des Alpes et des Pyrenees, la Baltique et la Russie sont le 
theatre de violents orages. Ces meteores envahissent petit k petit la 
Suisse, le Tyrol, la haute Italie, et eclatent le 19 au soirsur TAdriati- 
que ; la carte du 20 au matin montre un mouvement tournant etabli sur 
cette partie de TEurope. 

Les courants occidentaux continuent k empieter sur les regions 
calmes, et le ^^o juillet, des orages se dirigeant vers TE., traversent 
TEspagne. Ils traversent, le ai, la M6diterran6e occidentale, et ils sevis- 
sentt du :2i au 22, sur Tltalie. Les vents k leur approche varient comme 
nous Tavons dejk vu tant de fois; de TE. ils tournent^au S.> puis k TO., 
oil ils prennent de la force sur la mer Tyrrh^nienne, tandis qu*ils sont 
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encore de t'E. sDr I'Adrialique. lis se calment d^s le lendemain. et le 
beau temps revipnt sur I'Europe occidentale. L'E. est traverse par des 
l)ourrasques qui, d'abord coofinees dans les regions polatres et lu voisi- 
nage de I'Oura!, se rapprochcnl de nous en s'abaissant vers le S. ei di- 
ininuant ['amplitude de leur course vers 1"E. Des tourmenles passent 
egalement entre les Acores et i'Espagne; lesvenls d'entre E. et S. s'etii- 
blissent sur la peniusule ; I'ltalie est calme. 

L'empielement des couranls d'O. continue pendant les premiers jours 
d'aoiil; une serie de bourrasques passent du i" au 9 dans la vallee 
europeenne pour disparaitre entre le Caucase etl'Oural. Quelques mou- 
veinenls tournants traversent en meme temps I'Espagne, I'ltalle et les 
provinces danubiennes. Un tourbillon plus etendu que les autres aborde 
le 1 1 rirlande oil Ton voit son centre. Etendant son influence du S. de 
I'Espagne a la Norwege, il donne les jours suivants de mauvais temps 
au N. et au S. des Alpes, sur les provinces danubiennes, la mer Noire 
et laRussiemeridlouale; les oragescontinuentd'eclatersur ces regions. 
Pendant presque tout le mois, I'Europe centraie est sur le trajet ile 
bourrasques conlinuelles ; il en resulte une s^rie de mauvais temps sur 
rirlande, I'Angleterre, la France, les Pays-Bas, TAilemagne et le S. Je 
la Russie. Des mouvemenls nioins etendus traversent en petit nombre 
la Mediterranee. 

Circulation pendanl Fautomne de i865. — Un cbangement notabli.' 
se montre dans la distribution des venls sur le bassin occidental: le 
N.-O. cesse de dominer sur les cotes de France ; le S. el le S.-E. lui ont 
succede; I'E.-N.-E. regne sur les parties septentrionaie et occidentale 
du golfe de Genes, I'E. sur la vallee du Pii el rAdrialique septentrio- 
naie; plus au S. on renconlre le S.-E. pre.s de la Dalmatie, puis des 
vents lie S. et de N. sur la mer Tjrrbenienne, de S. el d'O. a Livourne. 

Les vents sont forts d'entre S.-O. et N.-O. sur I'.-Mgerie et dans le 
voisinage, d'entre S.-E. el S.-O. on 0., mais aurtout de ces deux der- 
nieres directions pres des Baleares, enfin sur les coles d'Espagne des 
regions 0. tournanl de plus en plus a N. ou N.-E. a mesure qii'oii 
avance vers ie S., pour etre presque uoiquement d'E. et d'O. au 
delroit. 

Le bassin oriental a pendanl cetle saison une circulation tres-accen- 



d 



3oO ETDOE SUR LES MOUVEMENTS GENERAUX 

tuee; le N. domine sans contestation dans TArchipel, a Constantinople 
et sur la mer Noire ; il est aussi tres-fr^quent entre I'Asie-Mineure, le 
Liban et I'Egypte ; les vents forts paraissent cependant 6tre surtout de 
S.-O. ^ Beyrouth et Ton remarque un remous d'air au S. de TAsie- 
Mineure ; les vents d'entre 0. et S. y sont dominants. 

Les vents de toute intensity presentent le m^me caractfere general 
dans leur distribution, si Ton ne tient pas compted'une variability un 
peu plus grande due a TinQuence des localit^s. 

Nous allons voir que cette distribution se relie directement avec les 
trajectoires des bourrasques qui ont traverse I'Europe durant cette 
saison. Nous avons laisse a la fin d*aout TEurope assez calme; les bour^ 
rasques passaient au N. de la Scandinavieet redescendaient sur laRussie 
septentrionale, TOural et la Siberie. Leurs trajectoires continueot a 
avoir une grande amplitude pendant les premiers jours de septembre; 
puis elles s*infl6cbissent plus brusquement vers le S.; les i5, i6, 17, 
18 et ig elles traversent la Russie du N.-O. au S.-E. en descendant vers 
le Caucase et TAsie-Mineure. Le calme a ^te peu trouble dansle reste 
de I'Europe; le i2» un mouvement tournant se monlrait sur le golfede 
Gascogne; il arrivait le i3 sur la M^diterranee par Tisthme pyren^en et 
passait le i4 sur le bassin oriental pour disparaitre sur TAfrique. 

Les vents etaient jusqu'alors restes peu forts sur le S. de TEurope, 
saufdans levoisinage du detroitde Gibraltar; ils avaient dansces regions 
souvent beaucoup de violence de TE.; ils atteignent la mdme vitesse sur 
le golfe de GSnes, Tltalie et TAdriatique. Ce mouvement marche vers 
TE. et le vent ne tarde pas k tourner de I'E. vers le N. sur Tltalie en di- 
minuant de force. Pendant ce temps le barometre est reste haul sur 
TAngleterre, le N. de la France et TEurope centrale. Les trajectoires 
des bourrasques se rapprocbent de nous a TO.; une baisse barom^trique 
se fait sentir d'abord sur les lles-Britanniques avec un tour du vent 
a S. ei S.-O.; le baromMre remonte et le vent tourne vers 0. et N.-O.; 
le calme r^ne, le barometre baisse de nouveau et une bourrasque 
aborde le ao notre continent a la latitude d'Edimbourg; les Alpes Scan- 
dinayesla partagent; une partie monte le long des c6tes de Norwege 
jusqu'a la mer Glaciale, Tautre traverse TEurope centrale les 11, 2^, 
'i3 septembre* etendant son action k peu de distance de son centre et 
produisant seulement quelques coups de yent et des orages sur la 



DE L ATHOSPHiiRE. 

France, TAllemagne et I'Aulriche; quelques mouvements orageux pas- 
senl en nieme lenips du golfe de Gascogne sup la M6dlterranee par 
ristlime pyreneen, les ai et 23; ces orages soot resseDtis sur le midi 
de la France, I'Espagne, TAIgerie ct I'ltalie meridionale. L'Europe 
renire ensuite dans te calme; les mouvements tournants n'atteignent 
que le N., et le iS seulement quelques orages eclatent en Ilalie. Ce 
miTie est done remarquable parce qu'il a ete pour une grande parlie de 
notre oonlinent une periode de calme 'u peine interrompue par quelques 
orages. 

Le mois d'octobre commence par I'arrivee d'une bourrasque sur le 
S.-O. de I'Eiirope ; le eatme el de fortes pressions barometriques regnent 
sur la Scandinavie et la Ballique; la bourrasque passe au S. des Alpes 
et donne sur le golfe de Gfines et TAdriatique des vents des regions E. 
Les fortes pressions sonl entamees des les premiers jours du mois par 
le N.; des bourrasques passent vers les Feroe, et quelques jours apres 
elles traversent les Ilcs-Brilanniques, I'Allemagne el la Russie, k pen 
pres de I'O. a I'E. Quelques-unes ayant leurs centres plus au S. pres du 
golfe de Gascogne donnent des orages sur le midi de I'Europe. Les 
vents sonl generalement d'O. ou de N.-O. sur I'Espagne, assez varia- 
bles sur I'ltalie. Cetle situation dure jusqu'au milieu du mois ; te calme 
s'^tablit pour pen de jours sur la Mediterraiiee, tandis que des bour- 
rasques passent toujours sur la ManClie, la mer du Nord et la Baltique ; 
ie !■], I'un de ces meteores descend de I'Irlande sur la France; son 
centre arrive ie i8 pres de Nantes, puis il ntmonte vers le N.-E. et par- 
court les Pays-Bas, TAllemagne, la Prusse et la Russie meridionale; 
Taction s'en etend le 19 sur presque toute I'Europe; de forts vents 
d'entre S.-E. el S.-O. ou 0. soulllent sur la Mediterranee. 

Apres un calme d'un jour ou deux, de fortes bourrasques passent sur 
I'Europe; leurs centres parcourent notre continent de I'O. a I'E- a la 
latitude de I'Angieterre ; leur action s'etend j usque sur I'Espagne. II en 
resulte pour cetle contree, la Mediterranee et rftalie, de forla venls 
d'entre S.-E. et S.-O. ou 0. jusqu'i la fin du mois. 

La circulation atmospherique est encore plusaccidentee pendant le 
mois de novembre, ainsi que le monlre la carte d'ensemble. Une tour- 
meote passe au commencement du mois du golfe de Gascogne sur I'llallc 
et I'Egypte ; les vents sont de I'E. sur le N. de la Mediterranee, de I'O. 
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sur ie S.; ie calme revient pour plusieurs jours. Le 8, une nouvelle 
tourniente suit les precedentes ; les vents sont d'E. sur les cotes de 
Provence, d'O. sur Ie golfe du Lion et les cotes d'Espagne; la Suede et 
la Baltique sont sur ie passage des bourrasques ; elles descendent sur 
la Russie vers la Caspienne ou TOural. Le calme r^gnesur le S. et TO. 
de TEurope; il continue jusqu'au i4» jour oil une bourrasque com- 
mence a faire sentir son action sur les Ues-Britanniques et la Manthe 
pour continuer sa route vers le N.-E. Une assez forte bourrasque a son 
centre, le 17, pres des Feroe. Elle traverse TEurope du N.-O. au S.-E. 
Une autre apparait le 22 a TO. de TEcosse ; elle descend un peu vers le 
S., pour remonter sur la Scandinavie et la Baltique; la Mediterranee 
en ressent Tinfluence ; le N.-E. souffle en Provence, les vents des re- 
gions E. sur ritalie et TAdriatique. Les jours suivants, de fortes bour- 
rasques s'approchent de nos cotes ; bien que les Alpes protegent un 
peu ritalie en empechant le mouvement rapide de Tair, ce dernier y a 
cependant une direction generale du S.; sa vitesse dans ce sens est 
grandc sur le golfe du Lion, et le vent y incline a TE. Les bourrasques 
continuent de traverser TEurope et donnent en passant des vents vio- 
lents de S.-O. sur toute la partie occidentale de ce continent. Le calme 
regne sur le midi ; une bourrasque, qui aborde le golfe de Gascogne et 
passe en partie sur la Mediterranee, trouble cet etat a la (in du mois ; 
sous son influence, des grains d'entre S.-E. et S.-O. passent de TO. k VE. 
sur ritalie septentrionale et TAdriatique. 

Resume de la marche des courants giniraux en i8G5. — En resume, 
pendant toute Tanner i865 les courants generaux ont ete en moyenne 
diriges de TO. a TE. Les bourrasques qu'ils entrainent nous ont permis 
de les suivre. Elles viennent toutes de I'Atlantique, passent sur TEu- 
rope ^n suivant des trajectoires dont les directions varient d'O.-S.-O. 
— E.-N.-E. a O.-N.-O. — E.-S.-E., et s'inclinent peu a peu vers le S. 
a mesure qu'elles s'eloignent davantage de leur point originel. 

Deux causes reglent le deplacement du lit des bourrasques : i^ la va- 
riation de leur point originel ; 2^ la variation de la zone d'aspiration. 

Nous ne pouvons dans ce court travail etudier I'influence de ces 
•deux causes ; nous sortirions, du reste, des limites que nous avons du 
nous im|K)ser. 
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Nous sigiiiilcrons seulemenl en quelques mots, par des ionsideia- 
lions tri's-siin|iles, I'lnlerfit qu'il y a a etudicr la dernicre- 

fairest appele vers i'eqiiateiir lliermlque de tousles points voisins; 
cette zone joue le r61e d'une plaque chaufTcc plus que les corps envi- 
ronnants ; au-tlessus d'elle I'air a un mouvement ascendant et il en 
afnue de tous les environs pour remplir le vide prnduit. L'equateur 
thcrmique se deplace en suivant le soleil ; la zone d'aspiralion se de- 
place. M. Marie-Davy a, dans un ouvrage publie rci'emment, explique 
tres-clairement comment il y a pendant une moitie de I'annec un execs 
d'air dans un liemispbere, landis qu'il y a excfes dans I'hemisphtTe 
oppose pendant I'autre moitie de I'annee ; je ne reviens pas sur le fail 
de cette double pulsation aunuelle de la grande machine alniosplie- 
rique. 

Tous les points de l'equateur tbcrmique ne sont pas cgalemenl 
echaufVes. II en resulte que les couranls de retour qui entrainent nos 
liourrasques ne se dirigeroDl pas indifferemment vers un point ou 
I'autre de cette zone, mais vers le point le plus eoliauffo, a moins que 
des obsiaeles physiques, tels que dc hautcs chaines de montagnes, des 
mers nioins cchauffees, ou meme leur vilessc acquise, ac les en empe- 
chent; dans tous les cas, une deviation appreciable de ces couranls 
devra suivre un deplacement du point le plus chaud de l'equateur 
tbermique. 

En hiver, les bourrasques passent gcneralement, soit tout a Tait au 
N. de I'Europe, cas oil elles sont entrainces vers I'E. en suivant le cou- 
rant marin chaud au N. de I'Asie, soit sur la Russie en descendant sur 
la Caspieiine et la Perse. 

Au mois de mars, nous voyons un changement brusque dans leur 
direction ; elles ont une grande tendance a marcher du N. au S. et don- 
ncnt sur une partie de I'Europe des vents violents des regions N. Cette 
tendance, encore sensible dans le mois d'avril, Test moins qu'en mar», 
et plus de bourrasques inclincnt leurs trajectoires vers le S.-E. ou 
t'E.-S.-E. La marche reguliere vers I'E. a presque completement repris 
en mai pour se continuer en juin. Pendant cette partie do I'annt-e, 
le soleil s'elevant au-dessus de l'equateur tcrrestrc ^chauffe d'abord 
I'Afrique, oil se fait aurtout i'aspiralion ; les terres asiatiques, a une 
latitude plus elevee, ne s'ecliauffenl que plus tard. L'.- maximum de la 
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temperature annuelle est atteint a Kouka (Soudan) dfes le mois d'avril, 
el cetie temperature estbeaucoup plus elevee alorsque celle de Calcutta. 
Le maximum arrive dans cette derniere ville dans le courant de mai; a 
Kouka, la temperature, a partir d'avril, d^croit plus vite qu'k Calcutta ; 
les deux temperatures sont egales en juillet. 

L'aspiralion doit done se faire pendant le printemps vers TAfrique, 
ce qui donne aux bourrasques leur direction du N. au S.; TAsie s'ecliauf- 
fant, Taspiration se deplace cit ramfene en He les courants d'Europe a 
leur direction normale. 

L'aspiration continue pendant i'etc a se faire sur le continent asia- 
tique, mais elle y diminue rapidement, tandis qu'elle perd peu de son 
intensite en Afrique; en automne, Taspiration doit produire un eflet 
analogue a celui du printemps. On Tobserve, mais moins marque; la 
cause de cette difTerence est visible dans les courbes de temperature 
ci-jointes; les temperatures de I'annee ne sont pas distribuees syme- 
triquement par rapport k un certain mois; il y a deux maxima^ le se- 
cond plus faible que le premier. La cause de cette dilTerence .doit etre 
cherchee dans ces courants de retour eux-memes qui, une fois pro- 
duits, tendent k diminuer la temperature de la zone tropicale. 



GHAPITRE IV. 

DES VENTS EN GfiNfiRAL DANS LA MfiDITERRANfiE. - CONaUSIONS RELATIVES 
AUX COURANTS ATMOSPHfiRIQUES DE CETTE MER TlRftES D'APRfeS LES CONSI- 
DfiRATIONS PRftCfiDENTES. 



La comparaison entre les vents observes en i865 et les trajectoires 
des bourrasques nous a mis en mesure de renverser la question et d'exa- 
miner les roses mensuelles resultant d'un grand nombre d'ann^es, pour 
en conclure le passage de certains courants generaux et les modifica- 
tions que leur font subir les circonstances locales. Les cartes des pluies 
que nous avons dress^es pour les quatre saisons viendront corroborer 
nos conclusions. 
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Les direclions inujennes des venls a Marseille onl clc olilenues an 
moyen d'observalions faitcs pendant viogt aDnces, de iS^i a r86o. Ces 
documents calcules el rdduits en tableau onl 6le envoyps a I'Observa- 
lolre imperial de Paris par M. Voigt. alors directeur de I'Observatoire 
de Marseille. Les observations ont eti faites six fois par jour, Le N.-O. 
I'emporte dc beaucoup sur les autres vents; c'est le mistral (en palois 
provencal, magislraou, mailre vent), si connu sur le littoral TranQais de 
la Mediterranee. En Iiiver, il n'alterne guere qu'avec I'E. el le S.-E. 
beaucoup moins frequents que lui; I'O.. le S.-O. et le N.-E. sont plus 
rares encore. A mesure qu'on avance vers Tele, le N.-O., lout en res- 
tanl dominant, cede en parlie la place a I'O, au S.-O. el an S.-E., puis 
reprend peu a peu son empire pour regner pendant I'biver. Le S.-E. 
presente uoe circonstance remarquable; il a deux maxima, I'un an 
printemps, I'aulre a I'automne. Les venls forts sont presque uniquemenl 
le N.-O. et le S.-E.; le premiei' n'a qu'un maximum pendant I'hiver, le 
second en a deux, en mai et en septembre et oclobre. Quelques vents 
forlsd'O. et d'E. se melangent aux deux premiers. 



Explication da mistral. — On a longtempH ignore la cause dn mis- 
tral, celebre par sa violence et quelqucfois par sa longue duree. On I'a 
attribue a un refroidissement subit du vent passant sur les Pyrenees ou 
les Alpes. M. Marie-Davy, dans plusieurs Notes publiees au Bulletin de 
fObservatoire imperial, en juin i864, montre que la cause de ce vent 
n'esl pas locale et que les mouvements qui lui donnent naissance se 
transporlenl vers I'E. eomme les bourrasques. 

M. Kaemlz, dans une communication faite al'Institut, en juillel i865, 
et inserce au Bulletin de l Obsen'Otoire imperial, le 1 3 de ce mois, montre 
par un tableau de pressions barometriques sur la France, I'Espagne et 
I'Ualie, avant, pendant et apres le mistral, que c'est une veritable tem- 
pelc vcnant de loin, et qu'il n'est pas du a un refroidissement subit du 
vent passant sur les Pyrenees ou sur les Al]ies. 

II est remarquablcqu'a mesure que les eludes meteorologiques font 
des progres. on apprend a ne plus cliercber les causes de la plupart des 
phenonienes dans les loealites oil ils sont observes, mais a les raltacber 
tous a des causes generates preponderanles, auxquelies sont subordon- 
nees les circonstances locales. 

39. 
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On peut considerer dbs aujourd'hui comme un axiome en met^oro- 
logie la pensee exprimee par M. Mari6-Davy dans le BuUeiin deFOhser- 
vatoire imperial An 21 juin 1864 : 

< De petites causes, sans doute, peuvent produire de grands effets; 
mais la nature procbde en general k plus grands traits. Ce qu'il nous est 
essentiel de connaitre, ce sont les mouvcments gen^raux de I'atmo- 
sphere; eux seuls peuvent nous pcrmettre de trouver la juste interpreta- 
tion des faits de detail. En proc6dant autrement, on s*expose ^ creer 
autant de meteorologies distinctes qu'il y a de regions difTerentes k la 
surface du globe. » 

Or, si Ton se reporte k I'examen de i865 fait plus haut, on y trouve 
Texplication des vents de N.-O., de S.-E., de S., d'E. et d'O. qui souf- 
flent fort aux diverses ^poques de I'annee dans ces parages. 

routes les fois que le mistral souffle , ily a un exces de pression atmo- 
spherique a I'O, du golfe du Lion. Quelle que soit Forigine de cette pres- 
sion, elle accompagne en toute saison le mistral. 

Examinons en detail T^tat atmospherique de TEurope k diffi^rentes 
epoques de Tannce i865. Les cartes ci-jointes permettront de suivre 
facilement nos explijcations. 

Le 1 3 Janvier (voir Pi. IV), une forte bourrasque a son centre sur le 
N. des lies-Britanniques; le mauvais tenops s*6tend de la Norwege au S. 
de TEspagne ; il gagne Tltalie, oil les vents ne sont pas encore forts; la 
pression de Tair sur cette derniere region est plus forte que sur la 
France ; aussi le vent est-il fort du S. dans le golfe du Lion ; il est en 
nieme temps fort d'enlre S.-O. et N.-O. sur la France et TEspagnc. Le 
mouvement atmospherique se transporte vers I'E.; le centre est le len- 
demain matin sur la mer du Nord ; nous voyons les vents tourner rapi- 
dement a O.-S.-O. et 0. sur les c6tes m^diterraneennes de France, 
pendant qu'ils atteignent sur la France occidentale une violence extra- 
ordinaire de cette direction. Le S.-O. est devenu fort dans le golfe de 
Genes et le S.-E. dans le S. de Tltalic. La rotation continue et le N.-O. 
souffle fort le lendemain i5 sur les cotes de Provence; la depression 
barometrique franchissant les Alpcs est parvenue sur rA«itriche» les 
Provinces Danubiennes et I'Adriatique. Une seconde depression baro- 
metrique suit la premiere, et dejk le vent retourne k TO. sur le golfe du 
Lion, tandis qu'il est de N.-O. k Marseille et de N.-N.-O. k Toulon. 
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r.P 6 fevrier rlc la meme annee (voir Pi. IV), une boiirrasqiie a son 
centre !e malin sup la mer Tyrrhenienne, une autre a TO. de I'lrlande. 
Enlre ccs deiix mouvemcnls tournanis I'aii' est calme et le baromfetre 
haul. II est has sur I'ltalie et I'Adrialique ; Ifi mistral souffle sur le golfe 
ilu Lion; leN.-O. soufile aussi surl'Espagne. le N.-E. sur la Toscane et 
I'E.-N.-E. ou Bora a Trieste; Rome et Naples ressentent encore le S. 
La bourrasque du S. s'eloigne vers la Grfece; les pressions s'6galisent, 
te N.-O. pcrd sa force ; cependant les vents d'entre E. et N. restent vio- 
Icnts le 8 en beaucoup de points de I'llalie et de I'Adriatique soumises 
encore a I'action de la bourrasque. Le tourbillon qui arrivait sur I'lr- 
lande a, le 8, son centre sur les Pays-Bas; il continue d'abord sa marche 
vers I'E., puis il descend vers le S.-E., et son centre arrive le lo sur 
les provinces danubiennes; le barometre a monte tres-haut siir le N. 
et ro. de I'Europe ; il est has au S. el In I'E. Les vents d'entre N. el E. 
ont partout une tres-grande force, le mistral deviant violent, le Bora 
souffle a Trieste, el I'ltalie est balayee par des vents d'entre E. et N. 
qui soufflenten tempete. 

Le N.-O. et le N. sont faiblcs le 19 fevrier au malin (voir Pi. V) sur 
les cotes mediterraneennesde France; une bourrasque a son centre sur 
ta mer du Nord et se dirigc vers la Baltiquc et la Russie. Son influence 
se fail sentir sur la France oceanienne par des vents forls d'entre S.-O. 
et N.-O. Les vents sont faibles sur I'ltalie et Icurs directions y sont 
tres-variables; enfin, de fortes brises d'entre N. et E. soufllcnl sur leS. 
de I'Espagne. La bourrasque marchant vers le S.-E., le barometre, 
d'abord assez haul sur I'E. el le S. de I'Europe, baisiie, landis qu'il 
monte sur I'O. Lc; N.-O. augmente de force ; il est tres-fort le 21, jour 
oil des vents de N. regnent sur loule la France. Les fortes pressions 
s'etablissent sur le N.-O. de I'Europe el le mistral ne diminue de vio- 
lence que dans les derniers jours du mois. Une nouvelle bourrasque 
arrive sur les lles-Brilanniques, et le vent tourne 'a I'O. le 28. La bour- 
rasque a son centre sur I'Ecosse et commence ^ envahir la France. Le 
calme regne sur I'llalio. 

En toute saison le mistral se produit dans les memes conditions. 
Examinons deux cas de mistral pendant I'ete. 

Le a4 juin (voir PI. V), de fortes pressions hSrometriques se mon- 
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V.WMI* >«'* •♦ N.-O. de TEurope, le barometre indique 771 milUmetres 
.c [H^t^^M ^ Valentia (Irlande), et 761 milliaiMres k Palerine, 

l^ N.-O. souffle assez fort k Cette ; le vent est presque nul sur la Pro- 
\i^uc0« rilalie et I'Espagne. Le ^5, la pression a augment^ sur la France 
a sur ritalie, plus eependant sur la premiere. Elle etait de 766 milii- 
iiiMrcs a Brest le a4 et de 761 millimi^tres a Palerme; elle estt ie %&, de 
770 millimetres a Brest et de 76a millimetres a Palerme. Le mistral 
H>st propag^ jusqu*k Marseille; le vent est, le 2S au matin, presque nul 
du N.-O. k Toulon, modere k Marseille et assez fort k Cette. La bausse 
continue sur Tltalie, et la baisse sur la France; le vent est, le 26, faible 
d'O. a Cette, modern du N. k Marseille et assez fort de N.-N.-E k 
Antibes. 

Les trois jours que nous venons d*examiner sent une periode de 
calme pour le S.*0. de TEurope. 

Le 39 juin (voir PL VI), une bourrasque aborde TEurope; elle passe 
sur TEarope centrale; le vent, nul le 2^ sur le bassin mediterran^eni 
sauf a Alicante oil il est fort de N.-O., a pris de la force le lendemain 
3o sur tout le bassin occidental ; le N.-O. souffle sur le Languedoc et la 
Provence occidentale, le S.-O. k Antibes et sur le golfe de Genes, le 
N.-O. sur TEspagne. La bourrasque se transportant vers TE., le bare- 
metre remonte sur la France; le N.-O. augmente de force sur le Lan- 
guedoc. 

Le mistral exige done pour sa production, quelle que soit la saison, 
les memes circonstances reunies. Que ce soit pendant une periode de 
beau ou de mauvais temps pour le S.-O. de TEurope, il faut toujours 
un exces de la pression de Tair k TO. des Cevennes. Le mistral est un 
vent de poussee ; nous Tavons vu commencer a TO. et finir k TE. Dans 
certains cas, une bourrasque passant au N. du golfe du Lion, le mistral 
est un vent de tempete ordinaire; dans tons les cas I'exces de pression 
signale plus haut existe, mais, dans le cas d*une bourrasque, ce n*est 
qu'une circonstance concomitante et non une cause. La violence de ce 
vent est due a la forme de Tistbme pyren^en. Des que la direction g^ne- 
raledu mouvement atmospherique depasse un peu TO. vers le N., Ie 
plateau central et le massif des Alpes devient lecourant vers le golfe du 
Lion. Cecourant, retreci entre les Alpes et les Pyrenees dans le sens de 
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la largeur. ul par les Cevennes dans le sens vertical, conslilue unrapirfe 
sur les cotes dii Languedoc; de la une des causes de I'exces de pressioD 
sur le versaat N.-O. des Ceveones et la diminution de pression sur la 
Medllepranee, la oil le vent conserve une vitesse qui n'est plus en rap' 
purl avec la largeur du lit. 

De la aussi la violence du vent du N. dans la vailec du Rlione entre 
les contre-lorts des Alpes et ceux du plateau central. 

De ce qui precede on pent conclure que, si le mistral doit ses qua- 
lites remarquables a des circonstances locales, sa premiere cause est 
liee a I'existence des courants generaux et des bourrasques. et qu'nn 
peut I'annoncer comme un coup de vent ordinaire ('). 

Les coups de vent de S.-E. qui arrivent aux equinoxes, les coups de 
vent d'E. de ces memes saisons s'expliquent de la meme maniere par le 
passage des bourrasques, et la disposition des pressions barometriques 
est, pap suite, intimement liee a leur apparition. Les deux maxima du 
S. correspondent a des passages plus frequents de bourrasques dans le 
voisinagc du golfe du Lion au printemps et en automne. Une bour- 
rasque a-t-elle son centre sur I'Espagne, le golfe de Gascogne ou la 
France, le S.-E. souffle dans le golfe du Lion pour se changer en S. 
puis en S.-O. Une bourrasque passe-t-clie sur le Portugal, I'Espagne, la 
Slediterraneeet I'ltalie, le vent est de S.-E., puis E., N.-E. et N.-O. sur 
le golfe du Lion. II sufQtde jeler les yeux sur les cartes resum^es des 
differents mois en i865 pour reconnaitre la liaison enlre ces deux 
maxima de S.-E. et le passage des bourrasques dans le golfe du Lion. 

Le mistral est le vent le plus sec de ces parages, parce qu'il s'cst 
assecbe en passant sur les Cevennes ; il est en elTet pluvieux sur le ver- 
sant N.-O. de ces montagnes: les venls des regions E. ou S. y amenent 
la pluie, parce que ce sont des vents marins sur les cotes el sur le ver- 
sanlS.-E. des Cevennes; ils sont sees sur le versant oppose. 

Le regime des vents change promptemeot pour I'observaleur qui de 
Marseille va dans le golfe de Genes en suivant les cotes de France; 
0. et E. dominent sur les cotes de Provence vers Toulon, 0. pendant les 



(*) Udo commanication gur 
» stance du 14 frivrier r866. 



e enjet a i\A faile & la Soct^t^ M^tterotogiqne de Prance ilann 



3lO ETUD£ SUR LES MOUV£M£NTS GENERAUX 

mois (le mai, juin, juillet, aout et septembre, E. surtout en octobre; il 
domine aussi en novembre, decembre et jaavier. 

Les brisesde rivages, ou vents solaires, dominent de mai a la fin de 
septembre; elles doivent leur nom a ce qu'elles suivent le soleH dans sa 
inarche. Si le vent d'O., par lequel elles se terminent le soir, dure pen- 
dant la nuit et le lendemain matin, il prend de la force dans la journee; 
c'est alors une degen^rescence du mistral ou la consequence du pas- 
sage d'une bourrasque au N. de la contree. 

Le N.-O. ou mistral souffle par bourrasques en ete. Un fait curieux, 
c'est qu'il est mod^re apres une grande pluie et fort lorsqu*il succede 
a une petite pluie. Les nuages appeles balles de colon ou cumuli^ Tac- 
compagnent toujours et servent k annoncer son arrivee. Le mois d'aout 
est parmi les mois d'ete le plus fecond en coups de vent de cette region. 

II presente en general des caracteres tres-differents en hiver ; sa 
violence et sa duree sont beaucoup plus considerables ; dans cette saison 
il n*est plus produit par des mouvements d*air pen etendus, mais il se 
rattache a de fortes tempetes dont le centre passe au N. des Alpes et 
qui occupent une tr^s-grande etendue couvrant quelquefois presque 
toute I'Europe. La tempete passe-t-elle seulement sur les Iles-Britanni- 
ques, la France et TAllemagne, son arrivee donne naissauce a une com- 
pression de Tair contre les Alpes qui Tarretent dans son mouvement, 
et une partie se precipite dans la M^diterranee par le deversoir qui lui 
est fourni. Le N.-N.-O. prend de la force. La bourrasque marcbant vers 
TE.-S.-E., la partie oil regne TO. s'approche desCevennes; le N.-N.-O. 
tourne a N.-O. et O.-N.-O.; la bourrasque passant, le vent retourne a 
N.-O. et k N. Si TEspagne et le Portugal sont compris dans le cercie 
d'action du m^teore, le vent tourne de N. a 0. et S.-O.; il est tres-fort 
et devient terrible quand il retourne k 0. et N.-O.; mais alors une tem- 
pete violente passe sur TO. et le S. de TEurope. 

Je ne m*appesantis pas sur ce fait, que les nuages, marcbant du N.-O. 
avec la forme de balles de coton annoncent Tarrivee d'un coup de 
vent de N.-O. Tout le monde comprend que, si un fluide se deverse par 
dessus un obstacle dans une masse du meme. fluide moins comprimee, 
il commencera a communiquer son mouvement aux coucbes les plus 
voisines, et seulement ensuile aux couches inferieures qui ne sont pas 
soumises directement a son action. Or, les courants d'O. rencontrent 
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(tans I'istbrne pyreaeen ces obstacles sous la forme de inoatagnes. Les 
Cevennes et les montagnes du plateau central leur barrent en partie I'en- 
Irec de la vallee du Rhone; les derniefs contre-forts des Alpes et les 
monts de I'Estere! protegent entin les coles de Provence coutre Taction 
immediate de ces courunts. 

Lorsquc des bourrasques ont leur centre sur la Mediterranee et 
qu'elles la traversent de I'O. a I'E,, ou qu'elles y sejournent piusieurs 
jours, les vents tournent vers I'E. sur les cotes de Provence. 

Tant que les vents d'E. sont faibles, le del resle clair; les nuages et 
la pluie suivent de pres leur augmentation de force. Us varient entre 
S.-E. et N.-E. pendant les gros temps; leur duree, egalant celle du pas- 
sage des bourrasques au S. des Alpes, peutetre fort longue; I'und'eux 
a dure plus d'ua mois, suivaut I'amiral Berard. On doit s'attendre a ces 
coups de vent surtout en decembre, Janvier, fevrier et mars, mauvaise 
saison de ces parages ; ils alternent souvent avec les coups de vent des 
regions 0. et soufllent avec uoe egale violence. Nous avons combattu 
I'explication du mistral par I'intluence des condensations brusques de 
I'air ou de son refroidissement subit en passant sur de baules cliaines 
de montagnes. Noussommes loin tie considerer cettc influence comme 
nutle ; seulement, parmi loutes les causes qui influent sur les pheno- 
menes naturels, les unes sunt plus generak-s ; elles reglent I'ensemble 
des faits el les font tous concourir vers un but unique au milieu d'in- 
nombrables irregularites apparentes; d'autres causes moins generales 
doivent etre invoquees, sous la dependance des premieres, pour mon- 
trer la liaison de faits moins generaux, et Ton arrive, de proche en 
prncLe, a tenir compte aiusi de tous les agents naturels, en laissant ii 
chacun d'eux son importance propre. Tel est I'esprit de toutes les me- 
thodes propres a fairo faire des progres aux sciences d'observation. 

Or, il arrive souvent que, s'il a plu ou s'i) a neige sur les montagnes 
voisines, les cotes de Provence ne ressenteot pas Teffet des vents du 
large ; ces derniers s'arrelent a quelque distance du rivage, tandis qu'il 
soufDe a terre de petites brises variables du N.-E. au N.-O. Le ciel est 
alors flair au zenith et I'horizon est charge d'une masse de nuages 
fixes. Get effet est dii aux courants froids descendant de la montagne, 
et la bande de nuages fixes est a la separation des courants de montagne 
et des courants venus du large. 

JnnaUi icientlfiqiici de i'EroU SCormnlf siiprrieu-r. Tome tV. 4° 
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L'etude de toutes les circonstances locales de cette nature trouve sa 
place dans des monographies speciales; les limites de ce travail ne nous 
permettent pas de les aborder. Si nous avons cite cet exemple, c'est 
pour montrer que nous ne meconnaissons pas Tinfluence des petites 
causes, mais que nous les subordonnons aux causes plus g^nerales, qui 
sunt les courants gen^raux et les bourrasques qu'ils entrainenl. 

Si nous descendons vers le S., nous verrons les vents dominants 
tourner le long des cdtes d'Espagne deN.-O. a N. et N.-E. Les vents 
d'E, sont frequents en ete, c'est-a-dire en juin, juillet et aout; en ffevrier, 
ce sont le N.-N.-O. et le N.-N.-E. qui dominent . Nous avons du reste 
vu la meme chose sur les cartes de i865. 

Au lieu des coups de vent de N.-O. du golfe du Lion, on ressent aux 
Baleares des coups de vent de N. lis ont une telle violence, qu'ils exer- 
cent une influence remarquable sur le versant septentrional de ces iles. 
Les plantes etles animaux y sontrachitiques, et I'esp^ce bumaineelle- 
meme ressent cette intluence. Le versant meridional, au contraire, otFre 
un aspect riant. 

Ces coups de vent ne changent jamais leur direction pour le S., et 
lorsqu'on est surpris dans le voisinage de ces iles par un vent de N.-O. 
qui fait presager un coup de vent, les pilotes conseillent de s'abriter au 
S. des Baleares. L'existence de ces coups de vent est liee comme celle 
du mistral au passage de bourrasques dans le voisinage et quelquefois 
meme a une grande distance. Seulement, nous n'admettons pas un rap- 
port aussi direct entre ces vents et le mistral, quaparait le faire Famiral 
Berard (•). 

c Les coups devent de N.-O., dit-il, quise fontsentir dans le golfe 
du Lion, arrivent a Mahon, apres avoir change leur direction au N. > 

Les cartes ^tudiees plus haut pour determiner les conditions dans 
lesquelles se produit le mistral montrent sufBsamment que tantot 
le mistral et le N. des Baleares souflleront ensemble ou successive- 
ment, ou que le mistral souffle sans que I'autre luisuccedeni le pre- 
cede. Ce qu'il y a de general, disons-le encore, c'est la bourrasque 
tournante. 

-" mill 11 ■ II ■MMBiaMlMMl.l !■!■ 1 I 

(*) Description nautique des cdtes de I'JigMe, par M. A. B^rard, capitaine de corvette, 
suivie de Notes [)ar M. de Tessan, ing^nieur hydrographe; 1837. 
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Lfs vcnls ik's regions N. regnenl du reste pendant uiit; grarule partie 
(]e Tiinnee de la Corse a I'AtlaQtique; les Baleares ne presentent pas 
plus (|ue les cotes dc France un phenomi.>De ilu a des causes locales. 
Les roses dc vents de Llsbonne montrent en effet que leN. et ie N.-N.-O. 
dominent pendant toule I'ann^e sur les ciites du Portugal ; les vents les 
plus iV^qnents y sont ensuite ceux de S.-O. ou O.-S.-O.; ils presentenl 
deux ntaxima en niai et juin, puis en septembre et octobre, c'est-a-dire 
aux memcs epoques que les maxima des venls de S.-E, sur les cotes me- 
dilerraaeennes de France; les venls de N.-N.-O. sont les plus nombreux 
pendant I'ele de notre bemispbere, surtout en juilletet aoiit. Leur va- 
riation est liee a celle de I'alize qui, pendant ces niois, remonte jus- 
qu'auK cotes du Portughl. Elle Test aussi a la position de la trajectoire 
des bournisques ; eu ete un grand nonibre redescendent sur I'Etipagne 
et le Portugal, enlrainees vers le grand desert, au lieu de continuer leur 
route vers le N.-E. ou I'E, comme d'autres le font, et comme il arrive 
en general pendant les autres saisons. 

Enlre le cap Saint-Vincent et le cap Spartel, les coups de vent les 
plus desagreables sont ceux de S.-O. Ils cummencent en general par une 
brise tl'entre S. et S.-S.-O.; ils sont dus au passage de bourrasques 
lournanles dont le centre est au N. dc I'Espagne ou traverse celte region 
de rO. a I'E. ou du S.-O. au N.-E. 

Les cartes de Janvier i8G5 montrent des exemples de ce vent; ou 
peut suivre le mauvais temps dont le centre aborde I'Europe par les 
lles-Britanniques ou le goH'e de tiascogne et marclie ensuite vers I'E. 

Nousavons vu ensuite en i8ti5 le vent lourner au N.-E. plus fre- 
quemmcnt a mesure que nous descendons vers le S, le long de la cote 
d'E^pngne; cet elTet, du a ce que les montagnes arrelcnl en partie les 
vents des regions 0., ne se produit plus dans les fortes tempetes. Dans 
ce cas, t'atmospbere est fortement agitee, el les montagnes n'offrent 
plus au vent qu'un obstacle insuffisant. On a done aussi dans ces pa- 
rages des coups de ventd'entre S.-O. et N.-O. 

Nousendironsautant du detroit de Gibraltar, ou les ventsd'E. et ceux 
d'O. sont dominants a cause de I'orientation de ce canal. Ceux de I'E. 
dominent les autres en ete surtout, comme nous i'avona remarque deji 
en 1 865. L'alize y atteint, et oe pouvant s'alimenter par I'Espagne, il 
le fait par Ic delroit. 

4o. 
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i/K v^nt^ ^^ n'gions 0. dominent sur te golfe de Gascogne; Madrid, 
.qonmis fc vv^ influences diverses, a des vents tres-variables. 

] 'inft^tK"^*^ ^^^ TEspagne, avons-nous dit, cesse de sefaire sentir a una 
ilH^y^'^ |M^u considerable des cotes; nous voyons en effet les vents 
,i'^.M"V N.-O. et S.-O. reprendre en hiver leur empire sur les cotes 
i^Ai^^'ne; pendant cette saison, ils soufflent presque seuls, et ils domi- 
K'H do septemhre en mai ; ils tournent ensuite vers N. et quelquefois 
\CK:^ N.-E. lis atteignent au N. leur plus grande violence, 

|\Midant I'ete, les vents des regions 0. cedent la place k ceux des 
regions E., variant principalement entre N.-E. et S.-E. ou E. etS., 
suivant les points. 

Ce fait n*est pas particulier aux cotes; les observations faites k Tho- 
pital militairc de Biskra (^), de i845 k i853, montrent en efTet dans 
cette localite, situee sur les confins du desert, deux vents dominant de 
beaucoup les autres : 

Le N.-O. et le S.-E., le premier en hiver, le second en et6 et pendant 
la plus grande partie de I'automne. 

Nous avons d^jk fait voir en parlant du mistral la liaison entre les 
vents en Italic et les courants generaux; nous avons aussi remarque une 
rotation apparente de Tair dans Tanse formee par les Alpes pendant 
Tannee i865. Les moyennes d'un grand nombre d'annees conduisent a 
des r^sultats semblables. L'inspeclion des roses des vents k Rome, 
Livourne, Forli, Udine, Venise et Turin le montre immediatement. Les 
vents forts sont sur les cotes du Piemont et de la Toscane surtout d'E. 
et deN.-E. en hiver, d'entre S.-O. et N.-O. en 6te. Cette derniere cir- 
constance vient seule y troubler la beaut6 de T^ti ; Thiver est caracte- 
rise par de violents coups de vent accompagn^s de pluies d'orages, 
mais les vents du N. balayent promptement Tatmosphfere. 

La mer Tyrrhenienne est tres-tourmentee par des coups de vent de 
S.-O.; on peut voir dans le paragraphe oil nous indiquons la cause du 
mistral, que le S.-O. observe dans les parages de la Corse n*est pas plus 
une degcnerescence du mistral que ne le serait le N.-O. ou le S. Tons 
les deux prennent naissance dans des conditions gen^rales donnees, qui 

(*) Observations publics dans V y^nnttnire de fa Snciete Meteorologiqne de France pottr 
1854. 
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sont le passage ties bourrnsques, el lea cartes disuutees plus Iiaut drm- 
nenl des exemples (le mistral avec des vents tres-divers sur les mers et 
la lerre ilaliennes. 

Si rinfluence dii voisinage des montagnea empeche quelquefols sur 
les cfltes de Provence I'arrivee des vents du large, qu'elle remplace par 
de pptites brises de terre, elle est sensible aussi sur les bords du golfe 
de Genes et en Corse, partout en un mot oil de profondes vallees et des 
ravins hordes de montagnes trfes-etevees s'ouvrentsur la mer. Les baies 
ou viennent debouelier les ravins et les vallees sont le siege de coups 
dcvent trfes-violents.dontl'aclions'etendpeu. Nicememe.dont leclimat 
est si connu pour sa douceur en liiver, n'est pas exempt de ces brises 
subiles, qui y rcndent I'ele souvent desagrcable pour les malades. 
L'amiral Smyth senlit lui-meme sur les cotes E. du golfe de Genes et 
de la mer Tyrrlienienne ces coups de vent, bien qu'au large regnal une 
fraiche brise de S.-O. 

'La chaleur de I'ete est souvent dans les eaux corses diminuee par 
des vents violenls qui descendent des monlagncs. L'un d'eux, Irfes- 
connu sous le nora de Ubeccio sur la c6le orientale. vicnt du S.-O.; 
quand il souflle, lanlijt it s'etend ^ peu de dislanre sur la mer, sa duree 
est faible el c^ n'est qu'une brise locale: d'autres fois il se rattaclie 
c'omme les autres vents aux bourrasques voyage u ses ; il tourne alors a 
rO., puisau N.-O. et au N. La soudainete de ces vents coliers force les 
niarins de ces parages a employer des vergues qui peuvent so carguer 
en un instant comme la voile laline. 

Les veals d'entre N.-O. el N.-E. causent souvent de nombreux desas- 
tres de decembre a mars sur les cotes non abritees de la Corse. Le S.-O. 
precede en general ces vents, il a parfuis beaucoup de force aussi sur 
la cole occidentale. C'esl pendant un liheccio, que la Sdmillante &'es,i 
perdue dans le detroil de Bonifacio. 

Sur la Sardaigne et lout autour, les vents dominanls sonl d'O.-N.-O. 
variant a N. et E. Le rapport des premiers aux seconds est environ de 
42 a 39; les venls d'E. sont bumideset malsains, les autressecs et sains. 
Le mistral ou vent deN.-O., soullle souvent el avec violence; son effet 
sur le district de Narra expose a son action est analogue a I'effet des 
vents de N. sur le versanl seplenlrional des Baleares. Le vent d'O. 
amune toujours de la pluie; quand il tourne i) S.-O., sa violence cause 
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bien des dcgats. Les vents du S. n'arrivent qu'en hiver el battent vio- 
ieminent les baies qui leur sont ouvertes. Le gregaleou N.-E., en Sar- 
daigne comme en Corse, a, dil-on, deux faces, car il est tres-incon- 
slant, soufHant par rafales. II est accompagne d'abondantes averses. 
Le vent d'E., ou bentu de Solo, est annonce par une couronne de nuages 
a la Crete des montagnes; il est ordinairement accoinpagn^ de tres-forts 
eclairs; sa grande humidite le rend incommode lorsqu'il*dure long- 
temps. Le vent de S.-E. possfede encore plus que FE. des proprietes de- 
bilitantos a cause de sa richesse en vapeur d'eau; il regnesur toute la 
mer Tyrrhenienne et le golfede Genes; la Sicile, Tltalie, la Sardaigne 
et la Corse ressentent I'inQuence de ce vent orageux et humide. 

La Sicile est bien propremeut Tile centrale de la Mediterran^e et elle 
presente aussi un ^tat moyen par rapport au vent et k I'etat du ciel. 
Pendant que le soleil est au N. de Tequateur, le ciel, bien que presen- 
tant rarement le bleu fonce des tropiques, est clair et brillant; apres 
Tequinoxe d'automne, les vents deviennent impetueux et I'atmospbere 
comparativement chargee, les brouillards et la ros^e augmentent, sur- 
tout sur les cotes, et il tombe d'abondantes averses. Les vents sont en 
general tres-changeants. Le N. et TO. dominent; ils sont sees et sains 
et donnent un ciel pur et un sentiment de bien-etre; les habitants de 
Palerme preferent le mamatili, variete de mistral. Les vents d*E. a S. 
sont forts; ils amenent des brouillards malsains et ils sont souvent 
accompagnes de fortes averses et d'orages. A Palerme, le sirocco est 
particulieremenl desagreable, bien que cette ville soit au N.-O. de 
rile; mais elle est dans une plaine environnee de hautes montagnes, et 
les ravons du soleil se concentrent sur la ville. 

Leur position geographique rattache a la Sicile les iles de Gozzo et de 
Malte situees au S. Ces iles ont le climat le plus constant de I'Europe. 
Cependant il souffle quelquefois des vents d'un caractfere orageux et 
accompagnes de pluies vraiment tropicales. Les plus violents sont ceux 
de N.-E. Le S.-O. est le plus chaud des vents d'ete ; souvent il dessfeche 
et brule tellement les campagnes, qu'on perd tout espoir de recolte. 
L'echaufTement extreme de la surface calcaire de Malte y rend les nuits 
d'ete insupportables, surtout dans le mois d'aout. 

Le sirocco, ou vent de S.-E., est encore dans ces parages Tbote le 
plus desagreable. Quand il commence it souffler, I'air est lourd et bru- 
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nicux, et (le longs niiages lilancs s'etencient un peu au-dessous du som- 
inet lies montagnes jusque sur !» mer, parallelemeDl k I'horizon ; il finit 
souvent par un calme soudain auquel succede un vent de N.-O. Le llier- 
iiiomttre u'lndiqiie au commencement aucune variation notable, mais il 
tnonle ensuite ii 25 degres. et dans les eas rares ii aH degres. faction 
de ce venl sur nos organes, due \^ sa grande liumiditij, fait croire, au 
premier abord, que sa temperature esl pluselevee. L'liygronietre monte 
heaucoup et le barometre descend. Ce vent debililant uc dure, par 
bonbeur, pas plusde buit jours; coscaracteres, il lesconsei've jusqu'en 
Corse, ou nous avons i'r^quemment observe ees memes pbenomenes sur 
le versant oriental de I'ile. 

Entre le Delia du Nil et rAdriatique. les vents sontsiir mer d'O.. 
comme nous I'avons vu pour I'annee i8G5; its tournent vers TE. par 
le N. lis souCflenl souvent avec violence el k rimprovisle. Le temps y 
est generalcment beau : I'ardeur de I'ete cstteinperee le long des cotes 
par des vents venos de la haute mer, el les vents y sont remarquable- 
loent doux. 

Quand le soleil s'approcbe du tropique du Cancer, li-s vcnls tournent 
vers N. et y restent d'urie maniere assez continue pendant lout I'ete ; 
quand le soleil relournedans I'bcmispbere austral, les vents retournent 
vers S. el 0. Ces vents de N., qui dominent pendant toute la saisori 
cbaude. sont dus k I'aspiration exercee par le Sahara et I'Arabie siir 
lea courants generaux qui viennent de I'Allantique el traverseol I'Eu- 
rope, ainsi que nous I'avons explique plus haul. Et, en effet, les vents 
les plus forts de ces regions sont au commencement du printemps 
d'entre N. et E. etd'entreS. etO.,ou N.-O aux autres epoques de 
I'annee, comme it doit arriver dans une region sur laquelle passentdea 
!)0urrasque8 de I'O. k I'E. ou de t'O.-N.-O. a I'E.-S.-E., le cenlre elanl 
au N. du lieu d'observalion; nous avons vu qu'alors les venis, surloul 
les forts, varient d'entre S. et N. par 0.; puis, si des bourrasques sedi- 
rigent du N. au S. ayant leur centre a I'E. du lieu oonsidere, les vents 
forts varieront entre N.-O. et N.-E. Quant aux coups de vent du S., leur 
explication est la meme que ceile du sirocco. 

Les vents de N. souHlenl aussi presque conatamment en ete bur I'ar- 
chipel grec et sont connus depuis longlemps sous le nom de vents e't^- 
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siens. Us commencent apres le solstice d'ete et durentquelquefoisjus- 
qu'a ia fm de Tautomne. Us sont inlerrompus surtout versTepoque des 
solstices, c'est-a-dire des jours les plus longs et des jours les plus courts, 
par des vents de S.-E. et de S.-O. qui soufilent avec une grande force; 
en hiver cependant les coups de vent de N. sont encore plus k craindre 
et sont souvent accompagnes de neige ou de grele. Les vents etesiens 
acquierent quelquefois en ete une violence extraordinaire » et* bien 
qu'ils soient utiles aux navigateurs, ils nc laissent pas d'etre parfois 
pernicieux, froids et chargeant Thorizon d*epaisses vapeurs. Ils nuisent 
quelquefois beaucoup a la vegetation, et, a peine ont-ils souffle quel- 
ques heures, que les sommets des montagnes d'Albanie et de Grece se 
couvrent de neige. L'examen de cartes synoptiques fait coniprendre 
que ces vents sont dus, dans ce cas, a des bourrasques traversant la 
Russie et TAsie-Mineure du N.-O. au S.-E. et exergant leur influence 
sur la Mediterranee orientale, tandis que les vents forts de S.-E. et de 
S.-O. sont produits par des bourrasques courant de TO. k TE. en tra- 
versant TEurope diagonalement et agissant successivement sur toute la 
Mediterranee ; leur centre, etant a une latitude plus ou moins elevee, 
produitcette difference de vent. 

Remon tons-nous vers le N.-E., la tendance des vents de N. a do- 
miner devient de plus en plus marquee ; pendant la plus grande partie 
del'annee, le N. etle N.-E. regnent a Constantinople; Soulina (*) et 
Odessa la montrent dans leurs roses de vent avec une concordance re* 
marquable. Apres avoir doming pendant les mois de decembre et de 
j»nvier, les vents des regions N. font rapidement place, en fevrier et 
mars, a ceux des regions S. Ce fait concorde avec ce que nous avons vu 
des bourrasques, qui, a ce moment de Tann^e, traversent TEurope cen- 
trale du N.-O. au S.-E., quelquefois meme du N. au S. Les vents des 
regions S. diminuent en avril, mai, juin, epoque k laquelle ils presen- 
tent un minimum ; ils augmentent une seconde fois de nombre pen- 
dant les mois de juillet, aout et septembre, diminuent brusquement en 
octobre comme ils ont augmente en fevrier, restent peu nombreux en 
novembre et croissent de nouveau en decembre, pour redevenir pres- 
que nuls en Janvier. Les variations deces vents sont liees a Tamplitude 



( * ) Soulina csl situ^ k rembouchure du Danube. 
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(les courants generaux ; les bourrasqucs passent au N. de TEurope et 
redcseendent vers ie S. sur la Siberie. EUes n'agissent pas aiors en 
general surTEurope meridionaley qu'unesecondeligne de bourrasques 
bordc au S., produisanf dans les regions que noujt'eludions des vents 
d'enire N.-O. et N.-E. Le inois de decembre fait exception a cause de 
la grande sphere d*action des bourrasques de ce mois; on sait que, 
souvent, leur centre passant sur leN. de TEurope, elles etendent leur 
influence sur tout le continent, y donn'ant jusqu'en Algerie eten Asie- 
Mineure des vents d'entre S.-O. et N -0. 

Les courants ont plus d'amplitude en ete, et le trop-plein de Tair 
dilate de noire hemisphere se porte vers I'hemisphere austral; les bour- 
rasques ontmoins d'etendue; elles passent en grand nombreau S. des 
Alpes. Cependant, celles qui passent au N. de ces chaines traversent 
les Pays-Bas, TAllemagne, la Pologneet la Russic meridionale, pour se 
diriger vers la haute Asie; leur action s'etend sur la mer Noire et y 
occasionne des vents d'entre S.-E. et S.-O. tournant a N.-O. 

Telle est la cause de la recrudescence des vents des regions S. qui 
s'observe dans cette saison. 

II nous reste a examiner les vents de I'Adriatique et de la haute 
Italic. lis suivent engeneral a peu pres la direction de I'axe de cette 
mer et lui sont rarement tout a fait perpendiculaires. Assez constants 
et d'entre S. et E. dans la partie meridionale, les vents sont tres-varia- 
bles au centre et au N. de TAdriatique. II ressort cependant un fait de 
I'examen des roses mensuelles des vents a Forii (*), Venise (**) et 
Udine (***). (Cette derniere ville est dans le Frioul, non loin de Trieste.) 
Le N. domine pendant I'hiver, le S. pendant Tete. On voit a Venise le 
vent, presque uniquement des regions N. en decembre, Janvier et 
fevrier, tourner vers E. el S. en mars, avril, mai et juin; le S. domine 
dans ce dernier mois; la rotation en sens inverse se fait sentir des 
juillet et continue jusqu'en decembre. 

II suifit de Jeter les yeux sur les cartes journalieres dejk discutees. 



(*) Observations extraites du Bulletin dc V Obscn*atoire du College romain. 

(** ) Observations tirdesdu Climat fie Fenise, par MM. GiAcirnno Namias et Antonio Berti. 

( **• ) Le Climat d'Udiney par Vsbcbllio. 

Annales scientifiques de I'Ecole Nor male super ieure. Tome IV. u^\ 
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pour reconnaitre que tous ces vents sont en liaison immediate avec le 
phenomene general dont la connaissance sert de base a notre etude, je 
veux dire la bourrasque tournante avec loutes les proprletes qu^on lui 
connait. 

Dans les environs de Trieste souffle a des intervalles irreguliers, et 
surtout en ete, un vent tempetueux, appele Bora par les gens du pays. 
Sa violence et sa secberesse extreme le font redouter beaucoup. Tantot 
il ne dure que peu d'instants, tantot il persiste plusieurs jours de suite. 
II pent etrc compare au mistral et parait souvent le depasser en secbe- 
resse. Ici sc presenle comme pour le mistral une bypotbese, simple en 
appareuce, qui consiste ^ le considerer comme du ^ unrefroidissement 
et a une dessiccation subite de Fair passant sur les Alpes. Ce vent n*est 
pas plus le produit de circonslances locales que le mistral et le 
sirocco. 

II soufflait au commencement de fevrier i865 ; or, nous voyons que, 
le 6 de ce mois [PL IV), une bourrasque a son centre vers les iles 
Lipari. Sous son influence, les vents sont forts de N.-E. sur la Toscane, 
de N.-O. sur le golfe du Lion et TEspagne, et assez forts de TE. sur 
TAdriatique. Le surlendemain , 8 , la bourrasque a marcbe vers le 
S.-S.-E., et les vents tournent au N. en gardant une grande force sur 
ritalie et TAdriatique, pendant qu'ils diminuent sur la France et TEs- 
pagne. Le lendemain, 9, la bourrasque continue de s'eloigner; apres 
une journee de calme relalif, une autre lui succede le 10, et les vents 
reprennent la meme marcbe que precedemment. Le Bora, dans cet 
exemple, est loin de se montrer comme un pbenomene local. 

Le 20 fevrier, des vents violents des regions N.accompagnent, sur la 
mer du Nord, I'Angleterre et la France, une bourrasque dont le centre 
est sur la Suede meridionale; TO. souffle fort sur I'Europe centrale, et 
le S. ou le S.-E. sur la Baltique russe. Le m6t6ore est gfene par les 
Alpes dans sa marcbe vers le S., et le vent retourne au S.-O. sur les 
pontes de ces montagnes; il souffle fort de N.-O. dans Tistbme pyre- 
neen, de S.-O. sur le golfe de Gfenes et de S.-E. sur TAdriatique sep- 
tentrionale, tandis qu'il a encore peu de force sur lltalie meridionale et 
la Sicile. Le mauvais temps marcbe vers le S.-E., et, dhs le soir du ao, 
des orages eclalent sur TAdriatique, tandis que le vent prend de la 
force de S. k Naples. 11 reste faible a Palerme. 
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Le lendemain matin, leN. et le N.-O. ont redouble de violence surle 
golfe du Lion; le N. devient tres-fort a Rome, et les vents ont lourne a 
N. ou N.-E. sur toute la Peninsule et sur TAdriatique. Trieste, Livourne 
et Florence, mieux abrit^s par les Alpes, sont encore dans le calme. 
Des orages eclatent le soir sur TAdriatique, et le vent devient violent 
de N.-E. a Lessina, fort de N.-N.-E. a Ancone, modere de N.-O. a 
Naples et ^ Livourne. Le vent modere d'O. le matin, a Palerme, y de- 
vient le soir fort de TO.; un orage eclate; il neige et il grele. 

Le 23, au matin, le vent est trte-fort de N.-O. a Palerme; il y souflle 
le soir en ouragan de N.-N.-O.; il est encore fort de N.-E. sur TAdria- 
lique, de N.-N.-O. a Rome; I'E. souflle fort a Trieste, et le N.-E. a 
Antibes, pendant quele mistral continue sur le golfe du Lion. Le S. re- 
vient sur Tltalie moyenne, et le calme se retablit le lendemain et les 
jours suivants, se transmettant comme le mauvais temps du N.-O. 
au S.-E. 

Une bourrasque qui traverse TEurope de TO. a TE., du 12 au 
i5 juilletde la mSmeannee, donne lei2 : a Florence eta Livourne, des 
vents des regions 0., elle soir des orages; ^ Rome, des eclairs durant 
cette journee; a Naples, de la pluie pendant la nuil du 12 au i3. Jus- 
qu'alors, les vents sont restes d'E. ^ Trieste; on y ressent, le i3, de 
6 heures ^ 9 heures du matin, une bourrasque d'entre 0. et N., et un 
orage delate h Lessina; les vents tournent au N. sur toute Tltalie; puis, 
au N.-E., ils y restent le jour suivant, et Lessina seulement signale du 
mistral fort dans la soiree du i4 juillet. 

Pendant ce temps, une bourrasque tres-etendue traversal! TEurope ; 
arretee par les Alpes, elle s'etait divis^e, et^ le i4» son centre etait sur 
I'Asie ; le calme etait revenu sur I'Espagne, la France, TAUemagnc et 
la Russie. 

Les autres vents qui soufilent dans ces parages sont aussi lies au 
mouvement g^n^ral de Tair d*une mani^re toujours identique. Les 29 
et 3o juin, et le i*' juillet, deux bourrasques se suivant de tres-pres 
traversent TEurope de TO. a I'E.; la serie des trois cartes ci-jointes 
{PL VI) montre suffisamment le transport du mauvais temps et la 
liaison entre sa marche et la rotation du vent, d'apres les principes ex- 
poses au commencement de ce memoire. 

Les plus petits accidents atmospheriques, tels que les orages de peu 

41. 
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Jo iluree, de petits coups de vent insuffisants pour ioterrompre une 
poriode de caime, se rattacbent a la circulation generate, et les mouve- 
inents de Tair qui les engendrent se transportent avec le courant 
general. On le suit comme a la piste, si Ton a a sa disposition un reseau 
assez compacte d'observations. Ce fait demontre completement, d'apres 
les inspirations de M. Marie-Davy, dans un travail de M. Fron, sur les 
orages de France, se rattache trop indirectement a mon sujet pour que 
je donne denouvelles preuves de son exactitude; on a pu, du reste, en 
suivant les discussions precedentes, reconnaitre toujours les bourras- 
qucs avec leurs caracteres, leur cdte dangercux, le mauvais temps et 
les vents violents qui les distinguent. 



CHAPITRE V 

PLUIES. 



iHuies. — Les courants generaux dont nous avons montre la distri- 
bution sont, a la surface de TEurope, surtoul des courants marins; ils 
vienncnt de TO. et s'inclinent plus ou moins vers le S., suivant les epo- 
ques de Tannee, pour retourner a la zone d'aspiration d'ou ils sont 
partis. Ils se depouillent de leur bumidite en passant sur TEurope et 
arrivent presque sees en Russie, au moins dans la partie meridionale ; 
au dela, sont les deserts arides de TAsie et de FAfrique, sur lesquels 
ne passe que de Fair desseche. 

. II en resulte qu'on trouve de moins en moins de pluie sur notre con- 
tinent a mesure qu'on en considere des points plus orientaux, et que 
sur I'Europe orientale la pluie doit etre de plus en plus rare quand on 
flescend vers le S. La consequence est que les courbes, passant par les 
points oil il pleut egalement, doivent etre comme les cotes d'Europe di- 
rigees du S.-O. au N.-E., les courbes de precipitation maxima etant les 
plus occidentales. 

Les asperites du sol modifient cette distribution de la pluie tout en 
lui laissantson caractere general. Des montagnes pouvant arreter des 
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courants d'O. et les relevant sur leurs rampes favorisent evidemmenl 
la precipitation de la vapeiir d'eau qu'ils renferiiient par suite de la di- 
mlnutioD de temperature, a mesure qu'on monlt: dans ratmosphere: le 
cole occidental d'une chaine doit done recevoir plus d'eau qu'il n'en 
lomberalt au ineme lieu, si la chaine n'existail pas, et le cote oriental 
abrite conlre Taction directe de ces courants doit en recevoir moins. 
Aussi, remarque-t-on que les courbes s'inflcchissenl dans le voisinagu 
(les liautes montagnes sur le penchant occidental desquelles on voil des 
maxima. On salt aussi que la pluie lonibe plus abondamment en ete 
dans le N., le centre et I'E. de I'Europe, a I'exceplion des coles, tandis 
que dans le midi la pluie tombe surlout en hiver, et entre ces deux re- 
gions le maximum de pluie est en aulomne. Le nonibre des jours de 
pluies est beaucoup plus grand que daus le N., mais les pluies du midi 
sont torrentielles, ce qui est bien plus rare dans le N. 

Dan? le midi, on est sous le regime des pluies troplcales dues aux 
contre-alizes. Dans le N., cette influence disparaitpeu a peu, maisalors 
survienl le conlre-alize prolonge sur le Gulf-Stream. 

Les cartes de Mediterranee ci-joinles [Pi. 11 et Pi. Ill) donneiit la 
distribution des pluies par saisons sur celtc partie du monde; la plupart 
des documents qui nous ont servi pour les dresser soot extrails di' ' 
y Annuaire de la Sociele Me'le'orologique de France. 

L'automne est la suison pendant laquelle tombe le maximum de 
pluie dans toutes les stations de cette carte; I'ele correspond au mini- 
mum, it existc en automne plusieurs maxima. Lc plus cousiderable est 
sur le N.-O. de la peninsule Hispanique. II persisic pendant les aulres 
saisons en perdant de son inlensite. II decroit Irtjs-rapidement vers I'E., 
et tout presde ce maximum se trouvc un minimum aussi remarquable 
au S.-E. de I'Espagne. L'Andalousie, la Rlurcie et une parlie de la Cas- 
tille sont des coulrees presque sans eau; dans la Murt'ie, il se passe des 
annees sans qu'il tombe une goutte d'eau. Le climatest lout a failsaha- 
rien, et Ton peuL meme en quelques points eultivcr le dattier et la 
canne ii sucre. 

Les courbes s'intlecbissent vers I'E., de maniere a prolonger le maxi- 
mum le long de la vallee de I'Ebre et des Pyrenees. 

Un second maximum existe sur le versant occidental des Alpes; 11 se 
prolonge sur le N. du plateau central de France en diminuant assez 
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rapidenienl d'intensit^, et, vers le S., le long des Alpes, du Daupliine 
ol des Alpes mariiimes. 

Pres de ee maximum est encore un minimum dans la plaine de la 
Crau et la partie basse de la valine du Rhdne. Ce minimum, moina bien 
marque que le precedent, se relie avee une region k pluie minima qui 
longe la partie S. du plateau central et suit la valine de la Garonne jus- 
qu'k Bordeaux. 

Le golfe de Genes presente en toute saison un maximum ; il suit les 
pentes meridionales des Alpes Liguriennes et le versant occidental des 
Apennins ; il diminue d'intensit^ vers le S. 

On voir enfin un dernier maximum sur la Yenetie et le Frioul ; assei 
considerable a cette epoque de Tannee, il persiste dans toutes les sai- 
sons. Une precipitation assez abondante se produit sur la plaine du P6, 
a peu pres egalement sur les deux versants, et elle augmente avec Tal- 
titude. Le maximum se continue done en diminuant d'intensite vers 
rO. pour serelier avec celui du golfe de GSnes. II diminue trfes-rapide- 
ment vers le S.-E. sur TAdriatique. La quantite d'eau tomb^e garde a 
peu pres la meme valeur sur les deux cot^s de cette mer; elle diminue 
tres-vite a TE. des Alpes Illyriennes et Dalmatiennes, et elle est trfes- 
faible sur la vallee du Danube et la region des Karpalbes, tout en gar- 
dant une valeur un peu plus considerable sur le versant occidental de 
cette chaine. Le minimum d^Espagne fait suite au desert du Sahara, 
mais ils sont separes par une bande pluvieuse longeant le rivage de 
TAlgerie et de la Tunisie septentrionale. Cette bande fait suite au 
maximum espagnol. 

Nous voyons, en eifet, a Alger, une moyenne de 200 millimetres 
d*eau et une moyenne de 100 millimetres k Oran et & Mostaganem. 
Pour peu qu'on descende versle S., la quantite de pluie diminue rapi- 
dement, et Biskra, sur les confins du desert, ne revolt plus que 5 mil- 
limetres d'eau, quantity tout a fait insignifiante. 

Hiver. — Nous retrouvons en hiver un maximum sur le N.-O, de 
TEspagne et du Portugal, et un minimum sur le centre et TE. de la 
Peninsule. Le maximum est moins considerable qu*en automne; ainsi, 
pendant cette derniere saison, il tombe k Co'imbre (Portugal) 1200 mil- 
limetres d'eau, et il n'en tombe que 600 millimMresen hiver; la pluie 
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est moins abondaote sur le N. de la presqu'ile; il en tombe en plus 
grande quantite sur le S. 

Le littoral alg^rieu participe a cette augmentation , et la quantite 
d'eau varie dans les differentes villes de 3oo a^4oo millimetres. Biskra 
meme subit un accroissement de 5 k i5 millimetres. La variation est 
insensible sur Tltalie m^ridionale, mais il y a sur le N. une diminu- 
tion notable jusque dans les deux maxima que Ton trouve dans les 
memes regions. 

Le meme effet se remarque sur la France, oil la zone qui s^etend du 
golfe de Gascogne au plateau central est encore le prolongement du 
maximum d'Espagne, tandis qu'on observe un minimum peu accentue 
de Nimes k Valence, en suivant la vallee du Rhone. 

Si Ton trouve peu de changements sur TAutriche, on voit une dimi- 
nution notable sur les pentes occidentales des Karpatbes; la quantite 
de pluie s*y est abaissee de loo a i6 millimetres; elle est restee 
variable entre 5o et too millimetres sur rAutriche, et elle est de 
5o millimetres k TE. des Karpatbes. 

Enfin la mer lonienne et TAdriatique meridionale ont subi une 
augmentation de 190 miUimelres, tandis que Ton observe dans les iles 
Illyriennes une diminution de 200 k loomillimMres. 

Printemps. — La pluie se reporte vers le N. dans cette saison; sa 
quantite diminue sur les cotes d'Algerie de 4oo a tloo millimetres; elle 
est restee a peu pres la meme sur les hauts plateaux de Biskra; elle 
augmente de 3oo a 4oo milliniMres sur les cotes de TAdriatique, et de 
200 a 3oo millimetres sur le plateau central de la France. Les maxima 
d'Espagne et d*Italie occupent toujours les memes positions; celui 
d'Espagne s'est resserre entre Coimbre, Santiago et Oviedo; au lieu de 
700 millimMres tombant en hiver au detroit de Gibraltar, il n'en 
tombe que 260 millimetres; en revanche, suivant le mouvement gene- 
ral indique plushaut, la precipitation a beaucoup augmente sur leN.; 
elle a varie de 3oo k 5oo millimetres k Oviedo. 

Le maximum du N. de TAdriatique a un peu augmente de hauteur, 
de 35o k t\oo millimetres; la precipitation s*est legerement accrue 
dans la plaine du Pd. En revanche, elle a diminue sur le golfe de 
Genes, Tltalie et TAdriatique centrale et meridionale. On observe tou- 
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jours sur celle mer un minimum s'etendant a TE. des derniers contre- 
Ibris des Alpes sur TAutriche. Nous avons fait remarquer qu'en au- 
tomne la precipitation se fait en plus grande quantite sur le versanl 
occidental des Karpathes qu*a TE. de ces raontagnes; la precipitation 
restee constante k TE. a beaucoup diminue pendant Fliiver a TO.; elle 
y est devenue presque nulle. Elie angmente au printemps, devient de 
95 millimetres a TE., varie de 68 a 90 millimetres a TO.; elle est gene- 
ralement plus faible sur les parties basses de TAutriche. Si te maxi- 
mum d'Espagne a diminue de valeur, surtout dans le S., la quantite de 
pluie a augmente au centre et a TE. depuis Thiver; ainsi elle a varie a 
Madrid de 4o a 60 millimetres; Taugmentation a par suite ete moindre 
dans TE. 

Quant au centre et au S. de la France, nous y trouvons des varia- 
tions sensibles, mais paraissant autanl liees a des circonstances tout a 
fait locales qu'a un fait general. Cependant la precipitation qui avait, 
depuis Tautomne, beaucoup diminue dans le N. de la vallee du Rhone 
et sur le N. du plateau central, est redevenue plus abondante dans ces 
regions; elle n'a pas chang6 sur le S. de la vallee du Rhone et la Pro- 
vence; elle y est restee plus faible qu'en hiver; enBn elle a augmente 
sur ro. des Cevennes et des montagnes du Forez pour rester k peu pres 
constante sur TOcean. 

Etc. — La quantite de pluie devient presque nulle sur le S. et TE. 
de la peninsule Hispanique, TAlgerie, la Sicile, Tltalie meridionale et 
presque loute TAdriatique. Elle est ainsi tres-faible sur le Languedoc, 
la Provence, TAutriche. Dans toutes ces regions, elle ne depasse pas 
100 millimetres, et dans beaucoup d'entre elles elle n'est guere que 
de quelques millimetres. 

Le maximum d'Espagne et de Portugal est de 5oo millimetres a 
I'ombre; Tete est, apres le printemps, la saison la moins pluvieuse 
pour ce point. Le maximum se continue, comme pendant les autres 
saisons, le long des montagnes des Asturies et des Pyrenees, en dimi- 
nuant graduellement de valeur; il se conliuue sur la pointe occidentale 
des Cevennes jusqu'au N. du plateau central et de la vallee du Rhone; 
il varie alors entre 200 et 3oo millimetres. A TO. la precipitation dimi- 
nue vers la Garonne, et on a une region maxima entre deux minima. 
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Le maximum du Frioul a augmente de valeur depuis le printemps. II 
est remarquable que, aprbs Tautomne* Fete est, pour cette region peu 
elendue, la saison la plus pluvieuse. Cest une exception dans le bassin 
mediterraneen. Seulement, tandis que la precipitation y etait maxima 
a TE., sur le versant occidental des Alpes Garniques, pendant les trois 
autres saisons, elle est, en 6te, maxima k TO. sur le versant oriental 
des Alpes du Tyrol, et de 470 millimetres. 

La valine du P6 re(;oit une quantity moindre de pluie; le versant N. 
en rcQoit plus que le versant S.; elle varie peu regulierement de TE. 
a ro.; un maximum existe toujours au S. des Alpes Liguriennes; il est 
separe du maximum de la plaine du Po par une zone minima peu 
accentuee qui occupe le versant N. des Alpes Liguriennes etde TApen- 
nin septentrional ; mais ce maximum est devenu presque insensible. La 
precipitation, qui y depassait 5oo millimetres en automne, y estreduite 
a 160 millimetres. 

Enfin, le maximun de la mer lonienne a disparu; la quantite de 
pluie est tres-faible sur TAdriatique et Tltalie; elle diminue vers le 
S.-E.; elle est tres-faible aussi sur TAutriche, et elle n'a augmente 
quelque peu que dans le voisinage des Karpathes; elle y depasse 
100 millimetres k TE. comme a TO. de la chaine. 

On voit, en resume, comme lois gen^rales : le decroissement de la 
condensation duN. au S. et de TO. k TE.; le maximum de pluie en 
automne dans le N., le centre et TO. de la Mediterran^e, et, en hiver, 
dans le S. 

La precipitation excessivement faible en ete, sur le midi, ne s*y fait 
qu*a de tres-rares intervalles par des averses ou des pluies d'orage; 
Teffet de la secheresse de T^te se fait sentir de plus en plus quand on 
s'approche des deserts africains. Ainsi T^te, sous Tinfluence du S.-O. 
persistant, est parfois tellement chaud et sec a Malte, que les campa- 
gnes sont brulees et les r^coltes perdues. On a vu plus haut que Teflet 
oppose s*obtient quand regne le S.-E. ou sirocco, vent pendant lequel 
Thygrometre indique un accroissement notable de Thumidite et le 
barometre baisse beaucoup. 

Entre le Delta du Nil et la petite Syrte, le temps est generalement 

/innales scientifiques dt Vtcole Normale sup^riture. Tome IV. 4^ 
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beau; il n'est trouble, de temps en temps, que par des pluies d'orage 
de courte duree. 

Le dimat de TAttique est sec et le ciel y est g^Deralement clair; I'air 
de TAttique a toujours passe pour le plus pur de la Grfece, et il Test 
encore aujourd'hui; un papier a pu etre expose k Tair toute la nuit 
par M. Lusicri, dont la maison etait sur Templacement dc Tancien 
Prytanee, et Ton pouvait tout aussi bien ecrire dessus le lendemain 
matin. On attribue meme k cette grande secheresse de Fair Tetonnante 
conservation des monuments atheniens. 

On sait que les moyennes annuelles des pluies ont indique une pre- 
cipitation plus grande sur le versant occidental des cbaines de mon- 
tagnes que sur le versant oriental. Cela tient k ce que nous sommes 
soumis a des courants d*0. plus frequents que ceux d'une direction 
opposce et que, de plus, les courants d*0. sont marins pour nous; or, 
nous trouvons dans nos cartes une exception remarquable k cette regie. 
II pleut plus en effet pendant Tete sur le versant italien des Alpes 
que sur le versant fran^jais; la quantite de pluie qui tombe au N. de 
I'Adriatique sur les Alpes Tyroliennes est egale a celle qui tombe sur 
les cotes N.-O. d*Espagne et de Portugal , et elle est en certains points 
presque le double de la precipitation qui se produit en France. La pluie 
tombe aussi plus abondamment sur le versant septentrional de la plaine 
du Pd que sur le versant meridional. La circulation atmospherique 
exposee plus haut nous donne la raison de ces particularites. 

Les courants marins sont considerablement ralentis sur TEurope; il 
en resulte un afflux moins grand d'air charge d*humidite. L'echaufTe- 
ment de la terre contribue, du resle, k diminuer la condensation. L'effel 
general est une diminution de la precipitation; par exception, elle est 
la plus faible en hiver dans les parages que nous etudions; ensuite vien- 
nentle printemps, Tet^ etTautomne qui pr^sententle maximum. D'autre 
part, les vents sont surtout des regions N. en hiver; ils tourneat par 
E. vers S.-E. qui domine en ete, et ils retournent enfin par E. vers 
N. Or, pour qu'une condensation se produise, il faut que I'air soil 
charge de vapeur d'eau et qu'il rencontre des corps relativement 
froids. Cest ce qui arrive dans la Carniole ou le Tyrol a une cerlaine 
altitude; les vents du S.-E. et d'E., qui dominent en ete et en automne, 
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sonl lieaucoup plus humides que ceux <lu N.-E. ou duN. qui soufTlent 
en hivcr. Ce fait, d'une precipitation plus abondante dans Ic golfe 3)pin 
que sur lo versant occidental des montagncs, inontre une fois de phis 
que les vents de ces regions ne viennent pas en realite de I'E.. bien 
qu'ils soufflent de cette direction; sinon ils arriveraieni depouilles de 
!eur vapeur d'eau apres leur passage sur les Karpatlics, les Balkans ct 
les Alpes, et les pays situes a I'E. de ces montagnes recevraienl une 
quantite plus grande de pluie, ce qui est contraire au resultat donne 
par nos cartes. 

L'automnc est ta saison des pluies pour le bassin occidental de la 
Medilerranee. sauf pour I'Algerie, qui a son maximum en hiver. Les 
divers maxima decrits plus haut s'expliqucnt tous, si Ton songe aux 
mouvemenls generaux de Fair. Dans celte saison, les courants com- 
mencent a se porter vers le N. Ce ne sont plus, comiiie en cle, des 
courants de retour appeles par Ta-^piration des deserts et ne pouvant 
penelrer la masse d'air dilate qui environne le pile N,; ils passent de 
TAtlantique sur I'Europe, sont en parlie raleiilis par les Alpes, les 
Pyrenees et les montagnes eapagnoles, et deposent une grande partie 
de leur vapeur d'eau sur les pentes occidenlales de ces chaines. Ces 
vents d'O. traversant I'Espagne et Tisthme pyreneea out evidemment 
du sy assecher; aussi pleut-il tres-peu sur les cotes meditcrraneennes 
d'Espagne. Des qu'ils relrouvent la mer, ils se rechargent de nouveau 
de vapeurs, et les vents d'E. et S.-E, sont des vents marins pour les 
cotes nu'diterran felines. L'atllux de lair vers le N. augmenle encore 
pendant I'liiver, ct I'iiemispliere boreal continuant a se ret'roidlr, les 
precipitations commencent plus pres de I'equaleur; elles suivent dans 
leur marclie le soleil, et les cotes d'Afrique ont alors leur maximum de 
pluie. II en tomhe meme plus dans celte saison qu'en tout autre point 
dn bassin m^diterraneen, sauf au detroit de Gibraltar, oil la pluie est 
alors ires-abondante. La presence du maximum de celte saison sur la 
cote du Portugal corrobore ce que nous avons dit du mouvement 
general de I'air, sans quoi les penles septentrionales des chaines 
seraient le siege d'une precipitation plus grande. Les vents du N. qui 
soufllent vers la fm de I'hiver sur I'Europe occidentale et jusque sur 
I'Adriatique sont sees; ils ne changent pas les valeurs relatives des 
moyennes; inais les vents d'entre S.-O. et N.-O., resultat des fortes 

4.. 



I 



i'io ETUDE SUR LES MOUVEMENTS GENERAUX 

hourrasques hivernales, donnent d'abondantes coDdensations, surtout 
sur les versanls des chaines exposes directement k leur action ; aussi 
voit-on cu Espagne, en France, en Italic, les versants S.-O. presenter 
partout des maxima. La quantity d'eau qui tombe en Autriche et en 
Hongrie est pour la meme raison insignifiante. Les minima qu*on 
observe en toute saison sur le bas Languedoc et les parties basses de la 
valine du Rhdne, et surtout sur le centre, TE. et le S.-E. de TEspagne, 
s^expliquent facilement ; les vents sont sur cette dernifere partie presque 
toujours d'entre S. et N. par 0. L'air qui s'est depouille en partie de 
son humidite en passant sur les montagnes ne rencontre plus ensuite 
d'obslacles qui Tarretent, et sa condensation s'en trouve diminuee; 
rencontre-t-il une nouvelle chaine plus elevee que la premiere, une 
nouvelle condensation s'y produit; c'est ce qu'on voit en Italic, dans 
le golfe de Genes et lanse des Alpes Suisses et Tyroliennes ; un maxi- 
mum sur le versant alpin de la plaine du Pd , mais k une grande alti- 
tude. En Espagne, il en est probablement de meme; des precipitations 
sur les versants occidentaux des chaines doivent interrompre le mini- 
mum indique sur nos cartes, mais les observations nous manquent 
pour les constater. Une autre cause puissante de condensation est le 
melange de couches d^air k des temperatures difTerentes. Cette cause 
se manifesto surtout dans les hourrasques et donne lieu a des pluies 
abondantes dans le demi-cercle dangereux; k cette cause on doit 
attribuer en grande partie cette circonstance que les minima d*Es- 
pagae, d'Afrique et d*Europe orientale ne sont pas tout k fait nuls. La 
remarque que je viens de signaler est mise bors de doute par Tetude 
des hourrasques en mer; leur demi-cercle dangereux seul est le si^ge 
de pluies abondantes, et Ton ne pent pas chercher dans ce cas la cause 
de la pluie dans le refroidisseroent de Fair au contact d'un sol ici uni- 
forme et pr^sentant une resistante presque nulle au mouvement de 
fair. 

La distribution des pluies pent, comme on le voit, donner une idee 
de la marche des courants gen^raux. Seuleroent les montagnes ont une 
action modificatrice dont il faut tenir compte : elles tendent k augmen- 
ter la precipitation due au passage de courants humides independam- 
ment des chutes d*eau qui resultent du passage des hourrasques. Les 
derniferes ont, du resle, un caractfere tout different des premieres. 
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CHAPITRE VI. 

ISOBARES. - RELATION ENTRE LES LIGNES ISOBARES MOYENNES ET LE PASSAGE 

DES BOURRASQUE$. 



Une bourra^ue a pour caractere essenliel Texislence (l*une zone a 
fortes pressions autour d*elle, puis la diminution de la pression de 
la circonference au centre. 

Si une bourrasque passe sur une region, soit AOA' {fig* i» p. 276) la 
trajectoire de son centre de figure 0» le barom^tre baissera en un point 
de cette trajectoire jusqu*^ un minimum qui arrivera quand le point 
passera au lieu d'observation, puis il remontera jusqu*k sa hauteur 
primitive. II resultera de ces variations une certaine moyenne corres- 
pondant au temps pendant lequel est pass^ela bourrasque. La moyenne 
sera la mSme pour tous les points situes sur la trajectoire du centre. 

Si de meme nous considerons la moyenne des hauteurs resultant du 
passage de la bourrasque> en un point situe hors de cette ligne, elle 
sera la meme qu^en tout point d'une parallele menee par le point con- 
sidere a la trajectoire du centre. Cette moyenne sera de plus difTerente 
de la premiere; elle sera d'autant plus haute que Ton se mettra plus 
loin du centre. Ce fait que Tobservation v^rifie est evident, puisque le 
barometre partant de la m§me hauteur ou d'une hauteur plus grande 
baisse moins pour remonter aussi haut. 

II en resulte que si dans un air primitivement calme, et \ pression 
constante et uniforroe, il passe une bourrasque aprfes laquelle Tair 
reprend son etat primitif , la bourrasque laissera sa trace sur les 
moyennes baroroetriques de la region comme un sillon dont le thalweg 
est la trajectoire du centre de rotation, et dont les bords, paralleles au 
thalweg, sont les enveloppes des positions successives des tangentes 
paralleles a chaque Element de la trajectoire du centre* menses au 
bourrelet de la bourrasque. 

Si plusieurs bourrasques passent successivement k la m^roe place et 
ont la m^roe ^lendue, rien ne sera change dans les courbes isobares 
moyennes. 
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L'une (I'elles, marchant paralleleinent aux precedentes, passe-telle 
plus au S., mais ^ une petite distance, te sillon qu'elle produit se 
superpose au premier, de maniere k diminuer sa profondeur; mais le 
premier effet afTaibli subsiste encore;. on a seulement un sillon plus 
largo et moins profond. On r^p^terait la memo chose dans le cas oil 
plusieurs bourrasques, se dirigeant suivant des routes paralleles entre 
elles, passeraienta de faibles distances les unes des autres par rapport 
a leur cercle d*action. 

Si done, dans une region du globe» les bourrasques sont assujelties a 
suivre un lit constant , les courbes isobares presenteront dans cettc 
region une ligne minima , a droile et a gauche de laquelle la pression 
s*augmentera, en suivant des courbes parallMes a la premiere. 

Admettons qu'une bourrasque etant passee, une seconde suiveune 
trajectoire coupant la premiere; les deux sillons se couperont, et il 
resultera de ce fait une depression centrale avec des bords diversenient 
eleves et quatre sillons partant du centre de la depression, diametrale- 
ment opposes deux a deux. La depression ne fera que s'accuser davan- 
tagc si plusieurs bourrasques passent en ce point suivant des routes 
differentes. Le meme efTet subsistera , bien qu^aflaibli, si les centres 
des bourrasques ne passent pas tons au meme point* k condition quUls 
passent k une distance faible les uns des autres, par rapport a leur 
cercle d'action. Or, c'est ce qui arrive sur le bassin occidental de la 
Mediterranee. Une autre cause tend a y augmenter cet effet : c*est la 
production frequente, dont nous avons parle plus haut, d*un centre de 
rotation au S. des Alpes. 

II en resulte que les isobares moyennes prennent dans ces parages 
une forme tres-particuliere indiquee pour la premiere fois par M. Re- 
nou a la Societi Mt'teorologique de France et inseree dans VAnnucure de 
cette Soci^te pour 1864. 

La pression sur le golfe de Genes est de 761'"'", 5; autoor de ce mi- 
nimum s*etend une courbe 76a millimetres, qui passe sur la Provence, 
coupe la cote du Languedoc pres de Cette, descend du N. au S. k tra- 
vcrs te golfe du Lion, court vers TE. quand elle est arrivee a la latitude 
de Barcelone, coupe la Sardaigne a peu de distance du detroit de Boni- 
facio, penetre dans Tltalie prfes de Rome, remonte le long de la crete 
des Apennins, passe pres de Florence, Milan et Turin, pour franchir 
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tes Aljies pres tie I>ragiHgnan. Une courbc 763 millimetreB se ilirigc ii 
peu pres tie i'O. Ii I'E., d'Alicanle ^ Palerme, et s'inflechil l^gerement 
vers le S. Une ligne 7G4 millimetres occupe les pentes seplentrionaies 
cles montagnes algerienues; elle eat presque parallele u la preceJente 
el s'en rapproche un peu vers I'E. Au N. tin minimum nous voyons 
egalemenl une courbe 763 miltimetres, partant de Madrid; elle tra- 
verse les Pyrenees pres de Toulouse, passe sur le plateau central de la 
France, vers Besangon, Strasbourg el TAllemagne. Au delk dc cetle 
vourbe, la pression diminue de telle sorte que sa variation est repre- 
sentee par line serie de courbes paralleles a la courbe maxima. L'ecar- 
lemenl des couibes augmenle un peu vers I'O. Cela lient a ce que nous 
avons vu la plupart des bourrasques, qu'elles viennent de I'O.-N.-O. 
ou de rO.-S.-O., passer entre les Alpes Italiennes et les Alpes Scandi- 
naves, dans celte sorle de couloir oil leurs Irajectoires ne peuvenl 
guere s'ecarter d'une direction conslante; d'oii le resserrement des 
couibes et leur parallelisme. 

Ce curieux resultat invite a etudier de pres les variations moyennes 
des lignes isobares a la surface de I'Europe, el a les elendre, s'il est 
possible, a la surface de tout le globe; leur examen ne peul que coU' 
duire a des donnees tres-precieuses sur les positions des couranls gene- 
raux aux diverses epoques de I'annee ; ces donnees sont completement 
independantes des perturbations capables de masquer le pbenomene 
principal, et dies viennent s'ajouter aux roses des venls pour les 
completer et confirmer les resultats auxquels conduisenl ces dernieres. 

II sulTil de se reporter a ia circulation atmosplierlque moyenne dans 
le basstn medilerraneen occidental pour voir qu'au minimum de pres- 
sion correspond une apparence de rolalion de I'air autour du bassin 
dans le sens retrograde comme dans le cas des bourrasques. Les vents de 
S.-O. dominant sur la France oceanienne, les Pays-Bas et rAllemagne, 
sont aussi sensiblement paralleles aux courbes moyennes de telle 
parlie de I'Europe. 11 ne peut du reste en etre aulrement; en general, 
les lignes isobares doivenl etre el sont paralleles aux vents moyens. 
L'etude des variations moyennes de ces lignes serail done d'une aussi 
grande ulilile au moins que celle des isolltermes menauelles pour 
l'etude de la circulation atmospherique gentrale, et res deux miHIiodcs 
se proteraient un mutuel seeours. 
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Ondes atmosphdriques. — Cesi ici te lieu de mettre en garde le lec- 
teur contre certaines illusions resultant d'une interpretation des faits 
basee sur des observations insufBsantes. Ces illusions ont enfant^ quel* 
quefois de celebres theories auxquelles la science a du des progres 
rapides, car jamais les idees n'ont empeche le bien dans les sciences; 
on ne doit y redouter que leur absence. 

Lorsqu*une bourrasque existe sur un lieu, si elle marche de TO. 
vers TE., le minimum de la pression barometrique s'observera simul- 
tanement en tous les points du diam^tre N.-S. de la bourrasque. En 
general, le minimum se produira simultan^ment en tous les points 
d*un diametre perpendiculaire a la trajectoire du centre de la bour- 
rasque. line seconde bourrasque semblable a la premiere suit*elle 
exactement la meme route , le barometre montera de quantites diffe- 
rentes aux divers points de la ligne oil nous venons d'observer le mini- 
mum, mais il arrivera en meme temps au maximum aprfes lequel il 
decroitra pour repasser en meme temps par le minimum. 

Si les bourrasques ont une grande etendue, les lignes considerees 
plus haut auront une longueur considerable, et Ton pourra eroire a 
Texistence d'ondes atmospheriques se propageant dans le meme sens 
que le courant. Une onde condensee succederait regulierement a 
chaque onde dilatee. 

Une ligne de bourrasques, comme on Ta vu, n'existe jamais seule; il 
en existe generalement deux sur TEurope, quelquefois meme trois. Si 
les bourrasques y marchaient de pair, c*est-a-dire que leurs centres 
fussent toujours sur des perpendiculaires communes k leurs trajectoires, 
les minima et les maxima de ces systemes seraient tous bout a bout et 
donneraient Tapparence d'un seul syst^me d'ondes. Comme il n'en est 
pasainsiy on a des lignes courbes de maxima et de minima, donnant 
plusieurs systemes d*ondes parallfeles ou k peu pres et formant une onde 
generale. 

Les bourrasques vont vers TE. dans la partie occidentale de notre 
continent; elles descendent ensuite vers le S.-E. et le S. En Asie, pen- 
dant Tete, Tappel des deserts de Gobi, du Turkestan et de TArabie 
inflechit leurs trajectoires a peu pres du N. au S. Aussi le savant 
directeur de TObservatoire de Bruxelles, M. Qu^telet, auteur de cette 
belle theorie, a-t il trouve que les ondes atmospheriques se transpor- 
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tent chez nous au mois de juin de TO. a FE., du N.-O. au S.-E. 
dans le centre de notre continent, puis du N. au S. en Russie et en 
Siberie. 

Je ne m'appcsantirai pas sur des resultats deja rappeles au commen- 
cement de ce travail et bien connus de tout le monde. Je ferai remar- 
quer seulement ce qu*i) y avait d'artificiel dans la consideration de ces 
ondes indiquees par des maxima et des minima tres-difT^rents les uns 
des autres, ce qui avait amene I'auteur a considerer plusieurs systemes 
d'ondes interferant entre elles et produisant par leur combinaison 
Tetat general de Tatmosphere. 

Defaut de coincidence entre le mcuvinium du vent et le minimum de 
pression. — De plus, cette theorie n'expliquait pas plus que les prece- 
dentes les circonstances des tempetes telles que la rotation rapide du 
vent, la baisse rapide du barometre, Tarrivee de la tempete precedee 
d*une hausse barometrique, puis la chute rapide apres ou pendant 
laquelle se font sentir les coups de vent. Je ne reviens pas sur ce sujet 
assez developpe par Tauteur de la theorie generate des bourrasques (*), 
mais une theorie generate devant s*appuyer sur Texplication des moin- 
dres particularites des phenomenes, je vais montrer comment la nou- 
velle theorie fait comprendre le defaut de coincidence, dans les tem- 
petes, du maximum de la force du vent et du minimum de la pression, 
leur coincidence dansd'autres cas et Tintervalle variable de temps qui 
les separe dans loutes les occasions. 

Or, la iheorie deM. Marie-Davy donne raison de toutes les particu- 
larites de ce genre. 

Une masse d'air tournant autour d'un axe au milieu d'une autre qui 
ne participe pas a son mouvement se trouve ralentie sur ses bords ; 
comme, du reste, la vitesse due a la rotation augmente a mesure qu^on 
s*eloigne de Taxe, il y aura necessairement une circonference sur 
laquelle elle sera maxima. SoitBMM'B' [Jig. i, p. 276), cette circonfe- 
rence et le centre de la rotation; soit BB' la ligne des positions succes- 
sives d'un point par rapport a la bourrasque. Ce point, d*abord en B, sera 
ensuite a des distances plus petites du centre; ii.en sera le plus pres 

(• ) Les Motwemenis gen^raux de l' atmosphere et des mers, par H. Mari^-Davy. 
Annales scientifq^ues de FEcole Normale stip^rieure. Tome IV. 4^ 
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(H»xxihlet quand it atteindra le milieu de 6B' ; il passera done dans des 
cuuolies d*air dont la vitesse absolue due a la rotation diminuera jusqu'a 
ro moment pour augmenter ensuite. Mais pour avoir la vitesse reelle du 
vent par rapport a Tobservateur, il faut a chaque instant composer la 
vilesse de translation, eonstante en grandeur et en direction, avec cette 
vitesse variable; or, la derni^re est maxima en B, minima en D. Dans 
ie premier cas, elle fait un angle avec la vitesse de translation; cet 
angle est devenu nut en D; on ne pent done voir a priori la variation 
de la resultante de la vitesse du vent. 

On se rappetie que Ie mouvement absotu de chaque molecule d*air 
est le meme que si, a chaque instant, la masse entiere tournait autour 
d'un centre instantane de rotation tel que la vitesse due ^ la rotation 
fut en ce moment egale ^ la vitesse de translation et de sens contraire. 
Soit MM' ie lieu des positions des centres inslantanes successifs, 0' sa 
position actuelle, la vitesse du vent en un point quelconque de BDB' 
est perpendiculaire a la droite menee de ce point k 0' et lui est pro- 
portionnelle; tes deux maxima auront done lieu en B et B', et seront 
separes par un minimum en D. Or, c*est en D qu*on observera le mi- 
nimum de la pression barom^trique. Done, ce dernier ne coincide 
pas avec le maximum de la vitesse du vent. Cette dernifere a deux 
maxima qui n'ontpas la meme direction que la translation de la bour- 
rasque; la bissectrice de Tangle form^ par les deux directions du vent 
correspondant au maximum est parallfele a la trajectoire du m^teore. Ces 
deux maxima seront plus ou moins distinctset distants Tun deTautre, 
suivant Tetendue de la bourrasque, et dans une mdme bourrasque 
suivant la distance du lieu d^observation a la trajectoire du centre. 
S*il est sur cette ligne en A, les deux maxima du vent se produiront aux 
^poques les plus distantes Tune de Tautre; le premier sera de S.-S.-O, 
le second de N.-N.-O. dans le cas de la figure; si le point est sur MM% 
la distance entre les deux maxima sera moins grande; le premier sera 
de S., le second de N. En B, Tun sera du S.-O., Tautre du N.-O., et ils 
seront moins distants Tun de Tautre. lis se rapprocheront a mesure 
qu'on se rapprochera de E; en mdme temps, ils auront des directions 
de moins en moins difTerentes, et en E ils se conrondront en un maxi- 
mum d*0. qui se produira en meme temps que le minimum du baro- 
mfetre. II en est de meme dans la partie supirieure de la bourrasque. 
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Done, eii general, Ic ininintum de la pression ne doit pas coincider 
avec le maximum du vent, et ce dernier doit etre double. La coinci- 
dence ne pent avoir lieu que dans un cas pour le demi-cercle de la 
bourrasque oil il y a des vents forts;. c'est, du reste, en ce point que le 
barometre aura le moins baisse, et que le vent aura 6i& le plus fort. La 
recherche de ce lieu dans une bourrasque a une grande importance. 
S*il se trouve indique sur la carte du meteore a un instant determine, 
on connait la direction de la translation d'aprfes Tinspeclion de cette 
seule carte. La perpendiculaire a la vitesse du vent en ce point ren- 
ferme le centre in^tantane de rotation; la vitesse du centre de rotation 
est egale a la vitesse de translation. Gonsiderons maintenant le point Q; 
la difference des vitesses du vent en E et en Q est le double de la vitesse 
de translation. L'inspection des vents sur la carte d'ensemble d'une 
bourrasque a un instant quelconque donne done la rapidite et la direc- 
tion de sa marche k cet instant. 

Quand la bourrasque a peu d'etendue, ou que, comme il arrive g^ne- 
ralemenl, la vitesse maxima due a la rotation se rencontre a une dis- 
tance peu considerable du centre, les deux maxima se suivent de prfes, 
et on les observe quand le centre de la bourrasque passe non loin du 
lieu d'observation. La fameuse tempete du i3 decembre 1864, qui a 
sevi a Lisbonne, puis sur TEspagne et la Mejiterran^e, nous en fournit 
entre autres un exemple. Ces details sont extraits d*une lettre adress^e 
par M. Fradesso da Silveira, directeur de TObservatoire de Tinfant 
don Luiz, a Lisbonne, a M . le directeur de TObservatoire imperial de 
Paris, et inseree dans le Bulletin iniemaiional du 2a decembre 1864. 

c Le la decembre, a 9 heures du soir, la hauteur du barometre, 
corrigee et reduite au niveau de la mer, 6tait de 759"*, 5, et le vent 
calme de S.-O. De 9 hewres du sotr a 6 heures de la matinee do i3, 
la eolonne barometrique est tomb^ a 75 1"*", 4. Pendant la nuit, 
quelques averses avec vent d'O. Le i3, a 6 heures du matin, le vent 
eommencait ^ fraichir du cbii du S., tonrnant k S.-E. Le barometre ^tait 
a 8 heures k 747 millimetres; le vent plus frais soufflait de S.-E. 
A 9'*45", le vent soufliait avec violence; la vitesse en 6tait de 84 kilo- 
metres a t'heure; le barometre marquait 737"", 3. La pression descen- 
dait ensuitea 731"^, 8, pendant que le cicl s'eclaircrssail k 1*E. et que 

le vent, dcvenu considerablement calme, foumart Ji^ O. -S.-O. par &., 
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o4 albit jusqu'a O.-N.-O, De io**45" h io**3o™, un second orage plus 
violent que le premier a laisse marquee la vitesse exceptionnelle du 
vent de 108 kilometres a Theure. » 

Ainsi, en resume, il y eut deux maxima du vent; Tun a S.-E, Tautrea 
O.-N.-O.; le premier a g'^AS", le second entre io**i5™ et lo'^So", et ils 
turent separes par un calme pendant lequel le barom^re atteignit son 
minimum. 

Une circonstance vienl souvent compliquer ees faits. La marche du 
barometre est generalement en avance sur les variations du vent a terre» 
et la rotation du vent est generalement precM^e meme par celle des 
nuages; si ces derniers ferment plusieurs couches faciles a distinguer, 
on les voit dans presque tons les cas, independamment des illusions 
d'optique dues k leur deplacement relatif » se mouvoir dans des direc- 
tions diflerentes, les nuages les plus elev^s etant en avance dans leur 
rotation sur ceux situes plus bas. M. Marie-Davy explique ce fait par 
le retard que les asperites du sol apportent dansle transport de la partie 
inferieure du tourbillon. En observant des tourbillons a marche pea 
rapide, ou en tenant compte de la cause d*erreur dont je viens de par- 
ler, on verifie les conclusions prec6dentes. 

Nouvelle hi de rotation des vents. Application de cette loi a la prevision 
du temps. — Un savant meteorologiste de Berlin, Dove, a donne une loi 
de rotation des vents en un lieu determine; la rotation de la girouette 
se fait generalement dans noire hemisphere en sens direct, c'est-a-dire 
dans le sens de la rotation des aiguilles d*une montre, ct elle se fait dans 
Tautre hemisphere en sens oppose. 

Pour Dove, il n'y a, k proprement parlor, que deux vents : ceuxde N. 
et ceux de S.; le N.-E. et TE. sont des degen^rescences d'un vent de N. 
qui s'eloigne de son point de depart ; le S.-O. et TO. sont de meme des 
derives du vent du S.; le N.-O. et le S.-E. sont le resultat de la com- 
binaison : le premier d'un vent du S. finissant avec un vent du N. com- 
men(;ant; et Tautre d*un vent du N. finissant avec an vent du S. com- 
men(;ant. La succession en un lieu des courants de N. et de ceux du S., 
ou des courants polaires et des courants equatoriaux, y donne nais- 
sance a la rotation directe de la girouette pour notre hemisphere, et a 
la rotation inverse pour Tautre. 
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Si des courants polaires et des courants equatoriaux ^taient reelle- 
ment en lutte continuelle k nos latitudes, ne cherchant qu*a se depla- 
eer mutuellemeDt, comme le pense Dove, la rotation du vent devrait 
toujours se faire dans le meme sens dans chaque hemisphere. Oi\ il n'en 
estrien, et Dove Ta bien reconnu lui-meme. II a montre que dans nos 
contrees le nombre des rotations directes est beaucoup plus conside- 
rable que celui des rotations inverses, et il a, en donnant la theorie des 
cyclones, fait voir que le passage d'un de ces meteores sur une con- 
tree peut amener des exceptions k sa loi, comme il pent dans d*autres 
cas la confirmer. 

Et en eflTet, si nous considerons une bourrasque tournante dan^ 
laquelle I'air se meut en sens inverse des aiguilles d'une montre, et 
qui se transporte de TO. a TE., tout observateur place dansun demi- 
cercle meridional verra le vent tourner dans le sens direct; il le verra 
tourner dans le sens retrograde s'il est au N. du centre instantane de 
rotation; le passage dune bourrasque sur une region donne done, en 
certains points, des confirmations de la loi et forc^ment des exceptions 
en d'autres points. 

Si la bourrasque tournante etait un phenomene rare et de peu 
d'etendue, Tinconvenient ne serait pas grand. Mais M. Mari^-Davy a 
decouvert a TObservatoire imperial de Paris, oil il dirigeait le service 
meteorologique internationnal , une loi d'une importance extreme, 
dont nous avons d^jk parle et dont voici Tenonce : 

Tous les mauvais temps sont lies a Texistence de bourrasqucs tour- 
nantes dans lesquelles Fair, dans I'hemisph^re boreal, tourne en sens 
retrograde, c'est-a-dire de telle sorte qu'un observateur qui suivrait 
une molecule d*air dans son mouvement autour du centre de rotation, 
aurait dans tous les cas le centre k gauche. Le contraire arriverait dans 
rh^misphfere austral. Ces bourrasques sont en trainees par les courants 
atmosph^riques generaux. La bourrasque, devenue ainsi un pheno- 
mene general, dont la presence est trfes-fr^quente dans nos parages, 
explique les nombreuses exceptions trouvees a la loi de Dove. 

Or, on conclut des faits aujourd'hui mis en lumifere par M. Marie- 
Davy une loi generate de rotation du vent dont nous montrerons Futi- 
lity pratique pour prevoir le temps ou , au moins, Tarriv^e des bour- 
rasques et le lieu de leur passage. 



34o ETUDE SUR LES MOUVEMENTS GENItltAUX 

Supposons un observateur presentant toujours le dos au veol; le 
ccDtro de la bourrasque etant toujours a sa gauche dans notre hemi- 
sphere, Tangle dont il tournera» pendaot le pass<ige du m^teore, sera 
aussi le deplacement apparent du centre de rotation par rapport ^ lui; 
et ceei est vrai, que Tobservateur soit dans le demi-cercle de droite ou 
dans celui de gauche. Dans le premier cas, le centre de la bourrasque 
tendra a dcpasser Tobservateur, dans le second a se laisser depasser 
par lui. C'est encore vrai, quels que soient le sens de la rotation de Pair 
autour du centre et le deplacement du centre. On peut done dire pour 
les bourrasques quelconques de Tun ou de Tautre hemisphere que, si 
un observateur entre dans le cercle d'action du met^ore, il verra la 
rotation du vent se faire dans le meme sens que le mouvcment appa- 
rent du centre du meteore et Tegaler en grandeur. 

Si cette bourrasque est suivie d'une autre, la reaction de cette der- 
niere sur la premiere modifie la marche de Tair et nous oblige d'etudier 
ce qui se passe. Or, supposons que Ton soit dans notre hemisphere et 
dans le demi cercle de droite d*une bourrasque allant de TO. a TE. Pen- 
dant que la bourrasque passe, le vent tourne dans le sens direct en 
meme temps que le barometre baisse, la pression arrive a un minimum, 
le barometre remonte et le vent n en continue pas moins sa rotation 
directe. Si une bourrasque vient aprfes, le mouvement de I'air dans sa 
partie droite (*) anterieure etant deS.-O., tandis qu*il est deN.-O. dans 
la partie droite posterieure de la premiere, tend, a une certaine distance 
du premier centre, a ramener le vent vers 0., tandis que le barometre 
monte toujours. Nous dirons qu'a ce moment Tobservateur cesse d'etre 
sous rinfluence de la premiere bourrasque sans etre encore sous celle de 
la seconde. Le vent arrive a 0. et le barometre a ttein t sa hauteur maxima. 
La rotation du vent vers O.-S.-O., S.-O. continuant, lebaromfetre com- 
mence k baisser; la baisse continue pendant que le veni, ayant retro- 
grade quelquefoisjusqu*a S. et mSme S.-E., commence arepreodre le 
mouvement direct. Nous dirons qu*a ce moment Taction de la seconde 
bourrasque commence a se faire sentir, et la loi enoncee plus haut 

commence a s'appliquer. 

- iiiiiiii 1 ■ I I . ■ .■■...II 1 1 ■ ■ ■■ 

(*) Nous consid^rons la droile ct la gauche de la bourrasque par rapport k la trajectoire 
de son centre, d'apr^s les conventions qui servcnt k d6finir la rive droite ct la rive gauche 
d'un fleuve. 
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Pendant que Tobservateur est entre les deux bourrasques, Tenoned 
precedent s*applique en le modifiant. L'observation montre que, lorsque 
piusieurs bourrasques se suivent, il y a entre elles des maxima de 
pression barometrique qui donnent aux courbes isobares, correspon- 
dant aux fortes pressions qui les environnent, la meme forme qu'au- 
raient des coprbes de niveau dans une chaine de montagnes dont les 
bords sont decoupes par des vallees. Les anses representent les bour- 
rasques, et entre ces dernieres sont des courbes ayant une courbure 
opposee. Le vent est aussi, d'apres les remarques de M. Marie-Davy, a 
peu pres tangent aux courbes d'egale pression (*). L'air parait done, 

Fig. 4. 




entre les deux bourrasques voisines A et B, lourner autour d*un cer- 
tain centre Jans le sens direct, c'est-a-dire en sens contraire du mouve- 
ment de Fair dans chaque bourrasque. Ce centre etant dans un lieu ou 
le barometre est haut, nous Tappellerons centre de pression, comme on 
appelle souvent le centre d'une bourrasque cen/rg de depression^ rappe- 
lant par la une de ses proprietes essentielles. Ce centre de pression 
pent du reste etre ou non un maximum absolu de pression, comme le 
centre d*une bourrasque peut ne pas etre, sur une vaste region , un 
minimum absolu de pression, si piusieurs bourrasques se suivent, ce 
qui est le cas le plus frequent. 

Un meteorologiste Anglais, M. Francis Galton, va jusqu'a admetlre 



(*] Les details donnas dans le cours de ce travail eipliquent suflisaininent pourquoi la 
tangence n'a pas lieu. 
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Texistcnce de cyclones, dans lesquels la pression barometrique est plus 
laible au centre que sur les bords, et celle d'anti-cyclones, noasses d'air 
en mouvement direct, c'est-a-dire inverse de celui des cyclones, et dans 
lesquels la pression est plus considerable au centre que sur les bords. 

Les anti-cyclones peuvent tres-bien n'etre que le resultat d'une 
apparency car, si des bourrasques tournent, comme il arrive frequeoi- 
ment, autour d'une region, la. pression y sera plus forte et I'air pa- 
raitra sur les bords anime d'un mouvement direct. Si deux lignes de 
bourrasques marchent parallelement Tune a I'autre, il y aura entre 
elles des regions a forte pression se deplagant dans le mSme sens que 
les bourrasques, mais sur les bords desquelles Tair paraitra encore 
anime d'un mouvement direct; dans ce cas la vitesse de Fair sera 
moins grande sur le bord inferieur que sur le bord superieur, piiisque 
le bord superieur est le bord inferieur d'une ligne de bourrasques, et 
que le bord inferieur est le bord superieur d'une autre ligne de bour- 
rasques. L'apparence sera la meme que si un cyclone de sens direct 
se mouvait parallelement aux bourrasques. 

Quoi qu'il en soit de cette theorie des cyclones et des anti-cyclones, 
que ces derniers soient quelquefois une realite ou ne soient jamais 
qu'une apparence, les centres de pression sont une realite, et leur 
position est aussi importante que celle des bourrasques, puisque I'tin 
exclut Tautre. 

Or, nous pouvons dire que I'observateur, lorsqu'il est entre deux 
bourrasques^ est sous I'influence du centre de pression, en nous rap- 
pelant bieu ce que signifie cette expression de convention, et nous 
reconnaitrions facilement, comme nous Tavons fait pour les centres de 
pression, que la rotation du vent se fait, dans tons les cas, dans le 
sens du mouvement apparent du centre de pression. 

D'ou nous conclurons cet enonc^ general : lorsqu'un observateur est 
sous I'influence cTun centre de pression ou de depression ^ la rotation du 
vent est dans tous les cas ^gale au mouvement apparent du centre auquel 
il est soumiSf et elle est de m^me sens. 

Cet ^nonce ne s'applique pas seulement aux mouvements generaux 
de I'atmosphere, mais il est vrai pour les mouvements d'un gaz ou 
d'un fluide quelconque soumis en ses differents points a des pressions 
differentes, puisqu'une diminution de pression produira toujours une 
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rolation, cl (jue, quels que soient le sens de cetle derniere el le dcpla- 
cement de la masse de gaz qui tourne, ootre enonce est vrai. 

Son utilite peul etre de permeltre ^ un observateur attenlif de suivre 
avec un barometre et une girouelte les mouvemeals de I'almosphere 
jiisqu'ii une assez grande distance du lieu d'observalion. 

Dans noire hemisphere, les bourrasques lournent en sens retrograde, 
et les directions de leurs trajeoloires soiit comprises entre S.-O. a 
N.-E. et N.-O. a S.-E.; rarement , on I'a vu, elles descendant phis 
dircctement du N; ce qu'on va lire s'app!ique du rcste aussi a ce cas. 

Le baroml'tre elant Ires-haut, robservateiir voil-il le vent retro- 
grader pendant que la pression diminue, une bourrasque s'approche de 
lui puisque le centre de la pression s'eiuigne. mais il n'esi pas encore 
sous I'influence de celte bourrasque. Quand, le vent cessant de retro- 
grader, le baromelre continue a haisser, on entre dans la sphfere (fac- 
tion (le la bourrasque; la marche de son centre sera indiquee par hi 
rotation du vent. Si ce dernier tourne peu, le barometre baissant beau- 
I'oup, le centre est encore loin, mais on est pres de la trajectoire du 
centre; le vent lourne-l-il regulierement, le baromelre baissant moyeu- 
nement, on est a une moyenne distance du centre de la bourrasque; 
enfin, si le vent et le barometre variant peu, on ne louchera pas le bord. 
La rotation du vent Indique le sens du mouvement de la bourrasque, 
c'est-a-dire des courants generaux de I'atmospbere; on pourra done se 
servir de ees remarques pour eluilier avec plus de fruit le climal d'une 
localite isolee sans connaitre celui de ses voisines. 

La marche du barometre indique par sa concordance ou son defaut 
de concordance avec celle du vent si Ton entre dans telle ou telle phase 
du meleore ; la rapidite de ses uiouvemcnts donnc des indices precieux 
sur la distance a laqiielle passera le centre de la tempele ou des fortes 
pressions. 

Lacourte et incompttte dt&cussion qui precede suppose que t'obser- 
valeur Iraversait le bord de droite d'une bourrasque. Or, supposons-l*" 
dans le bord de gauche; parlons du moment oil il est entre deux bour- 
rasques avec le barometre le plus haul; le vent commence par tourner 
dans le sens direct en meme temps que le barometre baisse; puis on 
entre dans le cerde d'action de la bourrasque, le baromelre continue 
de baisser pendant que le venl retrograde, puis, le vent continuant de 

Anaalm itituiifqats de f£toU Iformalc ittfierieure. lama IV, 44 
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retrogracler, le baromfetre remonte. On sort de la bourrasque lorsque le 
barometre continuant de monter, le vent commence a marcber dans le 
sens direct. 

On voir que ies memes alternatives se presentent que dans le cas 
precedent; seulement, ce qui annongait une sortie de la bourrasque 
anuooce une entree. Comment reconnaitre ces deux cas si di(T6rents? 
La force du vent et sa direction generale doivent suflfire pour indiquer 
au meteorologiste la partie de la bourrasque danslaquelle il se trouve; 
est-il dans la partie droite de Tanticyclooe, il se retrouvera bientot dans 
la partie gaucbe du cyclone; les courants generaux sont-ils d*0., on 
ressentira des vents des regions E. dans la droite de Tanticyclone. La 
force du vent, une fois que la bourrasque se fera sentir, sufQra bien 
pour indiquer oil passe son centre, mais on,voit que, meme lorsqu'elle 
n'esl pas encore arrivee, on pourra, en suivant bien le baromfetre et le 
vent, savoir si on entrera dans le bord droit ou le bord gauche, chose 
d'une importance capitale ^ connaitre, puisque de la depend le calme 
de Tair et le beau temps ou son agitation avec le mauvais temps. 

L'etat du ciel viendra du reste encore en aide dans les cas douteux 
qui pourront survenir par suite de variations produites par des mouve- 
ments peu importants enclaves dans le mouvement general et le mas* 
quant quelquefois. 

L*hygrometre devra aussi etre consulte dans un grand nombre de 
cas, et il le sera toujours avec fruit. II pent en effet indiquer des coups 
de vent que le barometre n*annonce pas le moins du monde par une 
baisse comme d'ordinaire. 

Ce faitavait deja ete remarque par Vaneechout, qui ecrivait en de- 
cembre 1857 a Maury : 

« Durant notre sejour en rade de Chiriqui (Nouvelle-Grenade), en 
decembre i853 et Janvier i854, nous avons eprouve a differentes 
reprises de violents coups de vent du N. etdu N.-E., qui doivent etre 
specialement mentionnes parce qu*aucun changement dans la hauteur 
barometrique ne les annonQait. J'ajouterai que dans ces parages les 
variations du barometre sont a peine sensibles. Ces coups de vent 
duraient deux ou trois jours, et s'annongaient, comme la grele, par 
des rafales suivies d'intervalles de calme; mais leur caractere le plus 
remarquable est Tinflucnce qu'ils exer^aient sur Thygrometre. C^t 
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insti'iimeDt, qui peDdant les plus fortes pluics n'a jamais depasse 
4o ou 5o degreS) etqui pendant les jours les pluschauds ne descendait 
pas au-dessous de 29 ou 3o degres descendait, au commencement de 
ces coups de vent, a 10 degres, puis a 5 degres, et marquait zero quand 
ils atteignaient leur maximum de violence. Quelques iieures avant que 
le vent diminuat, I'hygrometre s'etait deja eleve de quelques degres, 
et a mcsure que la brise mollissait, il montait a ao, puis a 3o, puis 
a 35 degres. » 

On observe en Europe de semblables coups de vent; sans parler du 
mistral, du bora, je citerai les coups de vents de fevrier i865. Une 
forte bourrasque passait le 17 fevrier sur les Iles-Britanniques, la 
France et la mer du Nord. Elle se dirigeait vers TE., donnant des vents 
tres-forts d'enlre S.-O. et N.-O., sur la France, les Pays-Bas, TAngle- 
terre et Plrlande m6ridionale. Le vent qui avait passe a N. -N.-O. sur la 
Manche, revenait a S.-O. malgre une hausse du baromfetre ; la baisse 
se produisait et le vent restait a S.-O., puis tournait a 0.; le barometre 
remonlait et le vent tournait a N.-N.-O., oil il reslait en meme temps 
que la hausse se continuait, sa force diminuait enfm un peu pendant 
qu'il tournait k N.-E. et E. et que la pression ne cessait d'augmenter. 
La bourrasque pendant ce temps, apres avoir marche vers TE. sur la 
mer du Nord, se dirigeait vers le S. et descendait vers Tltalie et la 
Grece. Le vent r^trogradait a N.-E., et le barometre baissait* La bour- 
rasque etait passee. On entrait sous rinfluence d'une autre. Pendant le 
passage de cette bourrasque le barometre n'etait jamais descendu bien 
bas; il avait atteint 75o millimetres quand le vent etait a TO.; c^est a 
ce moment que le centre elait passe le plus pres de la Manche, puis le 
barometre avait monte, le vent avait tourne vers N. et N.-E., le centre 
s'eloignait vers le S.-E. et le S. La force du vent etait encore tres-grande 
de N.-N.-O. quand le barometre etait monte jusqu'a 773 millimetres, 
et elle commenQait seulement k diminuer ensuite; le barometre bais- 
saitpresque aussitot. 

L'bygrometre donne pendant ces coups de vent des indications ana- 
logues a celles de Chiriqui. La duree et la force des vents de N. est 
due au changement de direction de la bourrasque, et la brusque rota- 
tion vers N. fort avant que le barometre ait notablement remonte etait 
un indice de ce changement de direction pour un observaleur isole; il 

44. 
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pouvait en coDcIure, d'apres ce qui precede, la continuation du vent 
fort de N. On peut done maintenant, d'apres les moyennes des ele- 
ments meteorologiques en un lieu, indiquer avec surete les courants 
generaux qui y passent, sans avoir besoin pour cela d'etudier les lieux 
voisins, et Ton reconnait en meme temps TcfTet des circonstances 
locales sur ces courants generaux. 

On peut aussi, avec une girouette et un barometre, suivre de chez soi 
la marche des bourrasques, connaitre, par suite, d'apres une serie de 
(juelques jours d*observations faites en un seul lieu, le regime des cou- 
rants generaux qui passent sur une region. 

Le vent n'est plus cet Element insaisissable, symbole de Fincou- 
stance; nul doute qu'on ne puisse bientot reproduire ^ volonte, par 
des experiences, les circonstances les plus varices de la circulation 
atmospherique, et soumettre les mouvements si divers de Tair a des 
formules matbematiques degag^es de toute hypotbese et fondees uni- 
quement sur des lois g^nerales, r^sultat de Tobservation. 
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Nous supposerons A, B et S positifs et en tiers; toutes les equations 
(le ce genre se ramenent facilement a ce cas. Soit A >B^ on trouve la 
solution la plus simple ou Tune des deux plus simples solutions en for- 
mant le tableau suivant : 
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La deuxieme ligne contient les differents diviseurs qu*on trouve en 
chercbant d'apres la metbode ordinaire le plus grand commun diviseur 
de A et de B, 

La premiere ligne contient les quotients correspondants a ces divi- 
seurs, de sorte que 

A = 6B-hC, B = cC-f-D,.... 

Pour former la troisifeme ligne on decompose S en differentes par- 
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ties, multiples chacune d'un des nombres A, B, C c'est-a-dire qu'on 

satisfera a Tequation suivante en attribuant des valeurs entieres a 
flf , |5, y, .... / 

S = aA 4-(3B -4-yC-f-...-f-7rP-hxO. 

l)e quelquc maniere qu'on choisisse les nombres a, /3, 7,..., tt, pourvu 
seulemeni que S — a A — |3B — 7C — . . . — ttP ne soil pas negatif , 
/ sera entier et positif (ou zero) si S est divisible par Q, et fraction- 
naire si S n'est pas divisible par Q, parce que les nombres A, B, C,..., P 
sont tons divisibles par Q, le plus grand commun diviseur de A et B. 
Pour que cette decomposition de S soil possible, il faut done et il sufBt 
que S soit divisible par Q. Cest, comme on sait, la condition meme de 
la possibilitc de notre probleme. La justesse de notre methode ne de- 
pend pas de la maniere donton decomposes en multiples de A, B,.... 
En appliquant nos regies avec les precautions necessaires on pourrait 
meme attribuer a a, /3,... des valeurs negatives; mais pour trouver la 
plus simple solution et pour la trouver par les plus simples calculs, on 
decomposera S de preference en multiples des plus grands nombres de 
la deuxi^me ligne, et Ton divisera par consequent d'abord S par A, on 
designera par a la partie entiere du quotient de cette division, on en 
divisera le reste par B pour trouver de la meme maniere |3 et ainsi de 
suite. Generalement un certain nombre des facteurs a, /3, y,... seront 
egaux k zero. Soit v le dernier de ceux qui ne sont pas nuls; nous pour- 
rons negliger les suivants. Ces facteui*s a, /3, 7,..,, v formeront la troi- 
sieme ligne et seront places au-dessous des nombres A, B, C,..., N qu'ils 
multiplient dans Texpression de S. Nous donnerons au dernier de ces 
facteurs v le signe -f-, a Tavant-dernier jtx le signe — , k X le signe 4-. 
et ainsi de suite, en faisant alterner dans la troisieme ligne les signes 
-}- et — . 

Dans la quatrieme ligne le nombre qui correspond au dernier 
nombre v de la troisieme ligne ainsi que les suivants sont egaux a zero. 
La loi generale par laquelle chaque nombre de cette ligne se deduira 
de ceux qui le suivent et de ceux de la troisieme ligne est donn6e par 
la formule 

si E' DC figure pas au tableau ce nombre est cens6 etre nul. 
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La solution cherchee sf3ra alors 

Les signes -\- ou — qu'il faut elioisir pour B' el A' sonl les signes res- 
pectivement contraires a ceux de /3 et a du tableau. 

Demonstration . 
D'apres la maniere dont notre tableau a ete forme, nous avons 

et 

2- L = mM t N, LM' = niMM' - M' N, 

L' := mM' -H o - fz, L' M = m MM' - |uiM, 

d'oii Ton tire, en comparant avec Tequation (i), 

(?0 LM'-L'M==aM-i-vN (*); 

3« K =r /L -+- M, KL' =: ILV + ML', 

K':=:i/L'-^M'-^X, K'L = /LL'-f^M'L-r >L, 

d'oii Ton tire, en comparant avec Tequation (2), 

-KLM K'L=:)X^ uM-4-vN; 

et en general si 

(3) itCD'qzC'D = 3D-i- eE 4 ...-+- vN; 

on verifie cetle loi pour les nombres qui precedent C, C\ D el l)\ dans 



(*) On fera bien d*observer que les signes des termes qui contieunent L', M' sent les 
signes contraires de > et n. 
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les (leuxicme ct troisiemc ligaes, car 

B =:cC -4-D, BC' = cCC'-hCD, 

B' = cC H- D' =h y, EC = cCC -h CD' ih yC, 

d'oii Ton lire, en comparant avec requation (3) et en observant que les 
signes superieur et inferieur de zh y correspondent respectivemenl aux 
signes superieurs et inferieurs de Tequation (3), 

=p BC It B' C = dz CD' zp CD -4- yC = yC -h iD -4- £E -h . . . -h vN. 

Cetle loi etant verifiee pour LM'— L'M (a) doit par consequent etn* 
generale et 

=b A B' ip A ' B = p B -+- y C 4^ . . . -+- V N . 
dzAB'zFA'B4-aA -S, 
^/^{dr B' -4- a ) zp BA' = S. 

Donca7=±B'-i-«, y=:^"j4^estune solution de {'equation A.r-t-B^> =S. 



'-* 



Si S a 6te decompose d'apres la melhode -Hue nous avons expliquee, 
1° les nombres A', B', C seront tous positifs',' V^° '*> solution qu'on 
trouverasera I'une desdeux solutions les plus simplf^- 

1° Puisque c^D + sE -(-. . .-i- vN est le reste d'une di>.<?'"" P^'" ^• 

(.4) C>5D4-£E-f- ..-f-vN, '^^- 

et, coinnieC=^D + E, ••. 

rfD-+-E>dD + £E-+- . -hvN. 
Done 

D n'est pas nul, sans quoi rfet & dontnous nous occupons ici n'existe- 
raient pas. Si E est nul , c'est-a-dire si D est le dernier nombre de la 
deuxieme ligne, alors 

En tout cas, comnie D > E, il faut que Ton ait 
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M' = V. Ce dernier nombre de la troisieme ligne elant d'apres nos 
regies affecte du signe -\-, il s'ensuit que M' > o. 

L'=mM'~|UL, 
K=mM-HN, 

d'apri's rinegalite (4); done 

mM4-N>|uiM-i-vN, 
et puisque V = M', 

^>lJ--\ g ( )» 

mW—u ou L'> '-rz --haCM' — i), 

M' elant cntier et positif, il s'ensuit que L' > o. 

Je dis maintenant qu'en general si E'> o et D'> o, on aura aussi 
C > o. 

En effet 

el puisque c^ est tout au plus egal k d, et que D' est entier et positif, 
C est tout au moins egal a E' et par consequent plus grand que zero. 
A', B', C... sont done tons positifs parce que L' et M' le sont. 

2*' Je dis que ^ > M'. N pent etre le dernier nombre de la deuxieme 

ligne. Alors Q, le plus grand commun diviseur de A elB, esl ee meme 

M 

nombre N, et je dois prouver que ^ > M'. 

Dans ce cas 



N 



et d'apres I'inegalite (5) 



n ou T7 > V ou M . 

N 



(* ) Inutile de rappeler que tous les nombros de la deuxieme ligne, ainsi que x, p, 7,. . ., 
5ont positifs et entiers. 

Annalcs scirntifiques de I'Ecole Normale sup^rieure. Tome IV. 4^ 
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Si N n'esl pas le plus grand commuQ diviscur de A et B, alors 

M N O 

Q etani alors moindre que N et pouvant tout au plus etre egal a 0, 
jy est plus grand que /i 4- 1 et par consequent plus grand que v (6) 
ou >r. Done 



J'en lire 



Done 





M^ M' 








1. - niM ■+- N, 




I. M N 




L' :-- l»M' -h <J.. 


L 

Q 


>'»M'+^>L' 



E D 

Je dis maintenant qu'en general si ^ > E', ^ > D', on aura aussi 

Q ^^' 

En effet 

C , 1) E 

— -zzz a 1 • 

Q Q Q 
j^9 qui est par supposition plus grand que D' et entier parce (|ue Q di- 

vise tous les nombres de la deuxieme ligne, doit au nioins etre egal a 

C . E 

D' H- I , et — est au nioins egal a rfD' -h tt -\- d. 

C'=:^/I)'-f-E'q=a, 

d n'etant pas plus grand que c^ (6) et ^ etant plus grand que E' par 

C 
supposition, nous aurons ^ > C. 
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M f 

Nous venons de demontrer que tt > M' et ^^ > L', il faut done que 



Q > K', el de Ik on tire 



i. ^ r — ^ A' 



La valeur generate entiere dejest, comme on sait, en designant 
par / un entier quelconque, =p (A'±: r^/ j» le signe qui precede la pa- 
renthesc etant le signe contraire du ol de notre tableau. II suil de ce 
que A' < ^9 que la plus petite valeur entiere de jdu signe contraire 
au a de notre tableau est =p A'. 



Exemple. 20^2^ -f 4^7/ = 27 3oo. 

Si Ton commence la decomposition de ^7 3oo par le nombre 427, Irs 
calculs a faire se disposent de la maniere suivante : 

I I 5 I 1 



2072 



4^7 



o 



-63 



4 



'4 



364 ' ^>3 49 



'4 



-hi — o 



-ho ; — 2 



-f-i 



r = 



I I i 2 ; I I I i O 
— 4> X r^ -h l4« 



Troisieme ligne. — La division de 27 3oo par 4^7 donnc pour quo- 
tient 63; 
Le reste de cette division, 399, divise par 364 donne pour quotient i ; 
Le reste de cette division, 35, divise par i4 donne pour quotient 2; 
Le reste de cette division, 7, divise par 7 donne pour quotient i. 
La quatrieme ligne a ete formee par les operations suivantes : 

2 . o -f- O -h I - - I , 

3.1 -h O — 2 - ^ I , 
I.I -h I -I- o - - 2, 

5.2 -h 1 — 0=11, 

I . II -f- 2 -h I z::z 14, 

4 . 1 4 -h I I — 63 -- 4 • 



45. 
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Si Ton commence la decomposition cle ^7 3oo par Ic nombre 2072, 
on trouvc 27 3oo = 13.2072 -f- 1.364 et le tableau (lev ion t 





4 




2072 


4^7 




364 


-+-i3 


-hi 



4 



)'r=T — 4> j: — I H- 13 — 14. 



.^ litre exemple. ^Sy* -\-&^x =^ 33oo. 





1 


2 


i 


«;5 


45 


20 


5 


5o 


+1 


— 


-i-i 


4 


3 


I 





K — ^- 4, JT = — 3 -h 5o =: 47. 

Si Ton avait a resoudre Tequation 45j — 65a; = 33oo on la ramene- 
rait a ce cas en posant x = — u\ Tequation dcviendrait 

45/ 4- 65 m = 33oo, ^'=4, w=::47» .r=--— 47- 

Observation. — Pilattc avait indique dans les Annates de Gergonne, 
1B12, un algorithme pour trouver des solutions simples des equations 
indeterminees du premier degre. M. Catalan Ta public etrccommande 
plusicurs fois {Gdometre^ i836; Cours de Mathdmatiques , de Blum; 
iXoiwelles Annates de Mathematiques, t. III). 11 a quelque analogic avec 
notre methode. Celle-ci conduit cependant par des calculs beaucoup 
plus simples a des solutions souvent plus simples egalement, et elle a 
ele trouvee par des considerations d'un ordre tres-different. 



FIN DU TOME QUATRlfeME. 



TABLE DES 3IAT1ERES. 355 



TABLE DES MATlERES 



DU TOME QUATRIEME. 



Recherches sur la determination des longueurs d'onde, par M. E, Mmcart, Professeur 
de Physique au Lyc6e Napoleon 7 

Mcmoire sur le mouvement vibratoire d'une corde formeede plusieurs parties diverses 
de nature, par M. /. Bourget, Professeur h, la Facull6 des Sciences de Clermont- 
Ferrand 37 

Note sur une classe de courbes du quatrieme ordre el sur Taddition des fonctions 
elliptiques, par M. G. Dnrhoux, Agr^ge des Sciences math^matiques 8i 

Sur les determinants fonctionnels el les coordonn^es curvilignes, par M. Ed. Omihes- 
cure, Agrege, Docteur 6s sciences 9'i 

Mcmoire sur la th^orie m^canique do reiectricite (masse eiectrique des corps conduc- 
teurs), par M. Marie-Dmy 1 33 

Extension aux Equations simultan6es des formules de Newton pour Ic calcul des sommes 
de puissances semblables des racines des Equations enti^res, par M. Charles Meraxy 
Docteur 6s sciences 1 59 

Recherches d'optique g6om6trique, par M. A. Levistnl, Docteur 6s sciences jgS 

£tude sur les mouvements g6n6raux de ratmosph6re, par M. Simrel^ Docteur 6s science. 255 

Solutions enti6res de I'^quation ind6tennin6e Aj:-|-B/ = S, par M. B.-I, Clasen, 
Professeur h Luxembourg 347 

Planches ,. 357 



PLANCHES. 357 



PLANCHES. 



Pi. I. — Recherches sur la ddtermination des longueurs d'onde. 

M^moire sur lo mouvement vibraloire d*une corde formot^ de plusieurs parties 
diverses de nature. 

PI, II, III, W^ /', VI, VII, VIII. — fitude sur les mouvements gen^raux de ratinosph»*re. 



i?P Jam foi ' '■ 1 (*"■"■*" 




t- 




